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G. Picx, Konforme Abbildung kreisférmiger Bereiche. 1 


Uber eine Eigenschaft der konformen Abbildung kreisférmiger 
Bereiche. 


Von 


Geore Pick in Prag. 


1. 


Das sogenannte Schwarzsche Lemma*) besagt, dab eine Funktion w 
von z, welche im Innern des Hinheitskreises regulir und absolut kleiner 
als Eins ist, und fiir z= 0 verschwindet, fiir |z| <1 die Relation 


w < 1 

befolgt.**) Mit anderen W orten: bei der von einer solchen Funktion bewirkten 
konformen Abbildung werden die Entfernungen vom Mittelpunkt verkiirzt. 
Griinden wir nun auf den Einheitskreis eine kreisgeometrische MaBbestim- 
mung, bei welcher die Orthogonalkreise des Einheitskreises kiirzeste Linien 
sind, und die N.-E. Entfernung (nicht-Euklidische E.) in bekannter Weise 
als Logarithmus eines Doppelverhiltnisses erklirt wird,***) so wird die 
N.-E. Entfernung eines Punktes mit dem Radiusvektor g vom Nullpunkt 
gleich 


i= 
log “poe 
und man sieht, da’ das Schwarzsche Lemma auch iquivalent ist mit der 


Aussage, daB bei unserer konformen Abbildung die N.-E. Entfernungen 
vom Nullpunkt verkiirzt werden. 


*) Vgl. etwa Carathéodory, Math. Ann. 72, insb. 8. 110. 

**) Mit Ausnahme eines weiter unten bezeichneten Falles. 

“**) Wenn h, k die Schnittpunkte des durch z,, z, bestimmten Orthogonalkreises 
mit dem Einheitskreis sind, so wird 
(2, —h) (2, —k) 
108 (5, —B(% —®) 
als N.-E. Distanz von z,, z, bezeichnet. Vgl. Poincaré, Acta Math.J, S. 1ff, wo eine 
derartige MaSbestimmung wohl zum erstenma! fiir funktionentheoretische Zwecke ver- 
wendet ist. 
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Im Avusnahmefall gilt Folgendes: Wenn fiir irgend einen Punkt 2* 

die Distanz vom Nullpunkt erhalten bleibt, 

|w*| = |2*|, 
so findet das fiir alle Punkte statt und die Funktion ist jene bestimmte 
limeare Funktion, welche das Innere des Einheitskreises schlicht auf sich 
selbst so abbildet, daB der Nullpunkt in den Nullpunkt und ¢* in den 
vorgeschriebenen Punkt w* iibergeht. Auch in dieser Aussage kann fiir 
Distanz N.-E.-Distanz gesetzt werden. 

Wir unterwerfen nun die z- und die w-Ebene unabhingig voneinander 
linearen Transformationen, ersetzen also zg etwa durch ao und w durch 
te Aus dem Einheitskreis werden dabei beliebige Kreisscheiben 
K,, K,; wir wollen diesen Terminus auch dann festhalten, wenn das Ge- 
biet sich ins Unendliche erstreckt, also eine Halbebene oder das ,,AuBere“ 
eines Kreises ist. Dem Nullpunkt des Einheitskreises kinnen dabei be- 
liebige Punkte im Inneren der Kreisscheiben K,, K, entsprechen. Bei 
solcher linearen Transformation bleiben die N.-E.-Entfernungen invariant, 
wobei natiirlich nachher die Randlinien von KX, und K, als MaBlinien zu 
nehmen sind. Die urspriingliche Funktion verwandelt sich in eine Funk- 
tion, die innerhalb der Kreisscheibe K, ohne wesentliche Singularitat ist, 
und daselbst nur Werte annimmt, die innerhalb der Kreisscheibe K,, liegen. 
Dabei werden also die N-E.-Entfernungen irgend welcher Punkte verkiirzt, 
es sei denn, daB eime und folglich alle N.-E.Entfernungen erhalten bleiben, 
und die Funktion dann die Kreisscheibe K, schlicht auf die Scheibe K,, 
abbildet. Erleiden nun die N.-E.-Entfernungen Verkiirzung, so gilt Gleiches 
von den unendlich kleinen solchen Entfernungen, das heiBt von den N.-E.- 
Bogenelementen, und daher, indem man integriert, von der N.-E.-Linge 
irgend welcher Kurvenbogen. Also gilt folgender Satz: 


Wenn die Funktion w von 2 innerhalb der Kreisscheibe K, frei von 
wesentlichen Singularititen ist und nur Werte annimmt, die innerhalb der 
Kreisscheibe K,, liegen, so werden alle N.-E-Entfernungen, N.-E.-Bogen- 
elemente und N.-E.-Bogenliingen bei der konformen Abbildung durch w ver- 
kiirzt, es sei denn, dap irgend eine solche Abmessung ungedindert bleibt; in 
diesem Falle bleiben alle MaBe ungeiindert, und die Funktion ist linear und 
bildet K, auf K,, schlicht ab. 

Man kann zu den aufgezihlten Mafen selbstverstindlich auch das 
N.-E.-Flichenma8 hinzufiigen, welches ja aus dem Linienma® abgeleitet 
ist. Aus dem obigen Satz folgt auBerdem: 

Ordnet eine Funktion der bezeichneten Art dem Wert z, den Wert w, 
zu, so liegt der einem beliebigen z-Wert entsprechende Wert von w in einer 
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Kreisscheibe, welche w, zum N.-E.-Mittelpunkt und die N.-E.-Entfernung 
von 2, und z zum N-E.-Radius hat. Liegt w auf dem Rand dieser Scheibe, 
so ist die Funktion linear. 

DaB zu jeder Lage von w, in der Kreisscheibe auch wirklich Funk- 
tionen gehéren, schlieBt man leicht so. Es sei z, gemiB 2, <1 beliebig 


gewahit, und w, beliebig geméB w,|<|2,|. Dann ist w= eine 
77 


Funktion, die den Bedingungen des Schwarzschen Lemmas geniigt und 
fiir ¢=z, den Wert w, annimmt. Das tibertrigt man leicht auf den 
allgemeinen Fall. 

Man kann diese Siitze statt aus dem Schwarzschen Lemma aus einem 
Satz von Carathéodory*) herleiten, welcher sich hierdurch als im Wesent- 
lichen dem Schwarzschen Lemma fquivalent zeigt. Der Satz besagt, daB, 
wenn 


1 
v= + @%e+--> 


im Kinheitskreis konvergiert und daselbst positiven Realteil besitzt, 
je,j<1 


sein muB, wobei das Gleichheitszeichen nur fiir gewisse lineare Funktionen 
statthat. Das Gebiet fiir w ist also hier die Halbebene der positiven Real- 
teile, und a, ist te fir z=0, w= oa Man erkennt leicht, daB die N.- 
E.-Bogenelemente fiir diese Punkte durch 2|dz|, 2|dw| gegeben sind, und 
erfaihrt also zunichst, daB die Bogenelemente bei z = 0 verkiirzt werden. 
Durch lineare Transformation von z und ebensolche von w gelangt man 
wieder zu beliebigen Kreisscheiben K, und K,, und es ergibt sich, dab 
alle Bogenelemente bei der Abbildung verkiirzt werden. Hieraus aber folgt 
durch Integration das Gleiche fiir die Bogenliingen von Kurvenstiicken, 
und dann auch fiir die Entfernungen. Man gewinnt so alle die obigen 
Siitze wieder. Gleichzeitig aber erkennt man, daB diese Sitze nur den 
Ersten aus einer nicht abbrechenden Folge von Siitzen ausmachen, die man 
erhalten wird, indem man die ganze Folge der Siatze von Carathéodory 
iiber die Reihenkoeffizienten positiver harmonischer Funktionen kreisgeo- 
metrisch verallgemeinert. Uber den Erfolg dieser Verallgemeinerung méchte 
ich bei anderer Gelegenheit berichten. 

Der Vorzug, welchen die entwickelten neuen Formulierungen hcsitzen, 
beruht, abgesehen von ihrer Invarianz gegeniiber Kreisverwandtschaften 
(linearen Transformationen), in der guten Ubersicht tiber Abschiitzungen 
bei konformen Abbildungen, die sie dadurch gewihren, dab man ohne 


*) Vgl. Carathéodory, Rend. d. Palermo 22, 8. 193 ff. 
1* 
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weitere Vorbereitung gleichseitig an den verschiedenen Stellen des Gebiets 
von ihnen Gebrauch machen kann. Ein Beispiel der Anwendung wird 
diesen Vorzug deutlich machen. 


2. 

Schottky*) hat bewiesen, dab eine fiir |z| < 1 reguliire Funktion f(z), 
welche innerhalb des Einheitskreises die Werte Null und Kins nicht an- 
nimmt, fiir |z|< @ (@<1) absolut genommen unter einer nur von |/(0) 
und g abhangigen Schranke bleibt. Landau**) hat gezeigt, daB eine solche 
Schranke noch besteht, wenn man auch /f(0) zu variieren erlaubt, und 
nur die Bedingungen 


f©),SR, fO)+9, fO)+1, 
festhailt. Die Schranke ist dann durch den willkiirlich angenommenen 
positiven Wert R und durch g allein gegeben. Mit diesen Satzen befassen 
sich die nachfolgenden Uberlegungen. 
Durch die Gleichung 
A(w) =f), 

in welcher A(z) die elliptische 
Modulfunktion bedeutet, ist 
w fiir |z|}<1 als regulire 
Funktion von z erklirt, wenn 
man noch iiber den Wert w, 
von w an irgend einer Stelle, 
etwa fiir z=0, verfiigt. Wir 
wollen annehmen, daB w, dem 
sogenannten Fundamental- 
raum ***) angehért (vgl. Fig.). 
Die Werte von w gehéren insgesamt der positiven Halbebene (Halbebene 
der positiven Imaginirteile) an. Also sind die Siitze von § 1 in der Form 
anzuwenden, daB K, mit dem Einheitskreis, K, mit der positiven Halb- 
ebene identifiziert wird. Es liegen somit die zu irgend einem z im Kreise 
mit dem Radius 9 um den Nullpunkt zugehérigen Werte von w in einem 


i+e 
i—e 





Kreis um w, mit dem N.-E. Radius log 
*) Vgl. Schottky, Berl. Ber. 1904, 8. 1244f. 

**) Vgl. Bohr und Landau, Gétt. Nachr. 1910, insb. 8. 309. 

***) Das unendliche Gebiet zwischen den beiden duBern vertikalen Geraden und 
oberhalb der Halbkreise. Es sei bemerkt, da die Figur schematisch gezeichnet ist, in 
Wirklichkeit ist die obere Begrenzungslinie des doppelt schraffierten Gebietes 7, viel 
stirker nach oben gewdlbt, und entsprechend auch die obere Begrenzungslinie des 
schraffierten Gebietes T. 


in bezug auf die Achse der 


ee eerie 
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reellen Zahlen als MaBlinie. Dieser Kreis liegt ganz im Innern der posi- 
tiven Halbebene, und folglich hat |4(w)| in ihm ein Maximum, welches 
auf der Peripherie stattfinden mu8. Die Auffindung der scharfen Schranke 
fiir den Schottkyschen Satz ist damit auf eine gewbhnliche Maximumaufgabe 
fiir eine Funktion einer reellen Variablen suriickgefiihrt*). 

Erlanbt man jetzt f(0) in der angegebenen Weise zu variieren, so 
ist w, auf einen Teil 7, des Fundamentalraums eingeschrinkt, welcher 
(siehe Figur) nach oben durch die Linie 

|4(w)| = R 
abgeschlossen ist, wihrend unten nur die drei Ecken selbst auszuschlieBen 
sind. (Wir wollen uns dabei auf die Annahme R> 1 beschriinken.) Es 
ergibt sich der Variabilititsbereich 7' fiir w, indem man das Gebiet kon- 
struiert, das von simtlichen Kreisen um die Punkte von 7, mit dem 
N.-E. Radius log : te bedeckt wird. Man hat also nur zum Rand von 7, 


die N.-E. Parallelkurve mit der Distanz log ee zu zeichnen, um die 
Begrenzung von 7 zu erhalten. Diese Parallelkurve besteht aus zwei 
Kreisbogen durch 0 und —1, bzw. durch 0 und +1, welche mit den 
beiden durch die gleichen Punkte hindurchgehenden Halbkreisen den 
Winkel @ bilden, der durch 

tgp =e 


bestimmt ist; ferner aus zwei durch —1 bzw. +1 hindurchgehenden Ge- 
raden, welche mit der Richtung der Achse des Imaginiiren denselben 
Winkel  einschlieBen; schlieBlich aus der Parallelkurve des oberen Randes 
von 7,. In dem so begrenzten Gebiet 7 hat |4(w)| ein wirkliches Maxi- 
mum. Da niamlich die in den unteren Ecken zusammenlaufenden Be- 
grenzungsstiicke die reelle Achse unter von Null verschiedenem Winkel 
treffen (es ist p< > weil 9 <1), so ist A(w) in geniigender Nahe der 
unteren Ecken innerhalb 7 beliebig wenig von 0 bzw. von 1 verschieden. 
Da nun R>1 vorausgesetzt ist, kann man die Umgebung dieser Ecken 
aus dem Gebiet ausschlieBen, ohne dab die obere Schranke von |4(w)| sich 
iindert, also das Gebiet durch ein abgeschlossenes ersetzen. Das Maximum 
von A(w)| findet auf dem oberen Teil der Begrenzung statt, weil |A(w)| 
auf Parallelen zur Achse der imaginiiren Zahlen nach oben zunimmt. 
Auch diese Schrankenbestimmung ist hiermit auf eine gewdhnliche Maximum- 
aufgabe einer Funktion einer reellen Verdnderlichen zuriickgefiihrt. 


*) Der Wert von w, der das Maximum liefert, ist aus der Gleichung 
1 di F 
v5. dw? — w,)(w — W,) | = 0 


zu bestimmen, wie man leicht ausrechnet. 
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Eine Anniherung an dieses Maximum, das heiBt eine unscharfe obere 
Schranke, kann man auf folgende bequeme Weise erhalten. Die Kurve 
{4(w)| = R hat im Fundamentalraum ihren héchsten Punkt auf der 
imaginiiren Achse. Man ziehe durch diesen eine Parallele zur reellen Achse. 
Sie begrenzt einen Teil des Fundamentalraumes, den wir 7,* nennen 
wollen, und der 7’, ganz enthiilt. Die Parallelkurve fiir die N.-E.-Distanz 
log + von der Berandung von 7;,* begrenzt ein Gebiet 7'*, welches 


nach oben geradlinig abgeschlossen ist und zwar von einer zweiten Paral- 
1 
1 
ersten ist. Auf dieser Geraden findet das Maximum von A(w) in 7* 
statt, und zwar in ihren Schnittpunkten mit den geradlinigen Begrenzungs- 


lelen zur reellen Achse, deren Ordinate das = * -fache der Ordinate der 


teilen des Fundamentalraumes. Um das Maximum zu finden, hat man 
also zuniichst w, aus der Gleichung 


1(w,) =— Rk 


als rein imaginiire Zah| zu bestimmen und dann 


A (1 + re Wy) 


auszurechnen. Dies ist die gesuchte Schranke. 


Prag, 26. Februar 1915. 
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Uber die Beschrankungen analytischer Funktionen, welche durch 
vorgegebene Funktionswerte bewirkt werden. 


Von 


Geore Pick in Prag. 


Die Entwicklungen und Ergebnisse, die im Nachfolgenden mitgeteilt 
werden, sind veranlaSt worden durch den Versuch, die Siitze von Cara- 
théodory iiber die Reihenkoeffizienten von Funktionen mit positivem Real- 
teil*) zu verallgemeinern. Diese Sitze geben Ungleichungen fiir die Koef- 
fizienten der Mac-Laurinschen Entwicklung einer Funktion w von z, also 
fiir die Ableitungen von w fiir z=0. Durch lineare Transformation von z 
oder, wie man sagen darf, durch kreisgeometrische Verallgemeinerung 
kann mafi die Sonderstellung des Wertes 2 = 0 wegschaffen, so daB sich 
Relationen fiir die Differentialquotienten von w an beliebiger Stelle ergeben. 
Durch Integration der gewonnenen Relationen miissen sich dann Be- 
ziehungen zwischen den Funktionswerten an verschiedenen Stellen des 
2-Gebietes herstellen lassen. 

Fiir die wirkliche Durchfiihrung erwies sich dieser Weg jedoch nur 
bei den niedrigsten Differentialquotienten als gangbar.**) Zur Gewinnung 
der vermuteten Siitze muBte deshalb ein direktes Verfahren, welches also 
die Kenntnis der Carathéodoryschen Sitze nicht voraussetzt, gesucht 
werden. Es zeigte sich, daB die Methode von Stieltjes, welche schon von 
Fischer-Toeplitz zu einem Beweise der Carathéodoryschen Sitze heran- 
gezogen wurde***), auch hier durch geeignete Modifikationen anwendbar 
wird. Den Ausgangspunkt bildet eine Verallgemeinerung der Poissonschen 
Forme! fiir logarithmische Potentiale. Die Hermiteschen Formen, auf deren 
Untersuchung man gefiihrt wird, sind hier allgemeiner Natur, ihre Koef- 
fizienten lassen sich also nicht mehr durch einen Index unterscheiden. 
Das Ergebnis lat sich mit einem unwesentlichen Verzicht auf Allgemein- 


*) C. Carathéodory, Rend. d. Palermo 32 (1911), 5S. 193—217. 
**) s. die vorangehende Arbeit. 
***) E. Fischer, Rend. d. Palermo 82 (1911), 5. 240—256. 
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heit etwa so aussprechen: Zwischen den Wcerten z,, %,---, 2, Yon z im 
Einheitskreise und den entsprechenden Werten w,, w,, +--+, w, von w mit 
positivem Realteil bestehen m Relationen (Ungleichungen). Sind diese 
Relationen fiir » Wertepaare z, w erfiillt, so gibt es stets auch Funktionen 
mit positivem Realteil, welche diese Zuordnungen realisieren. Jedem weiteren 
Wert von z werden durch die Gesamtheit der so bestimmten Funktionen 
Werte zugewiesen, die in der «-Ebene eine Kreisscheibe erfiillen, und 
zwar wird jeder Wert auf der Peripherie durch eine einzige (rationale) 
Funktion, jeder Wert im Inneren aber durch eine unbegrenzte Zahl der- 
artiger Funktionen angenommen. 

Aus diesen Siitzen muBten die Siitze von Carathéodory durch Speziali- 
sierung, richtiger durch Grenziibergang wieder gewonnen werden kénnen. 
Dies ist auch leicht durchzufiihren, und im letzten der folgenden Para- 
graphen skizziert Als neues Resultat ergibt sich dabei der auch im Grenz- 
fall noch giiltige Satz von der Kreisscheibe. 

An Stelle dieses Grenziiberganges wird man wiinschen, den Fall, daB 
von den vorgegebenen z-Werten irgendwelche zusammenfallen, ganz all- 
gemein zu erledigen, eine Aufgabe, die kiinftiger Behandlung aufgespart 
bleiben muB. 

SchlieBlich sei noch auf das algebraische Problem hingewiesen, wel- 
ches durch unsere Untersuchung miterledigt wird. Es ist die dem 
Lagrangeschen Interpolationsproblem analoge Aufgabe fiir rationale Funk- 
tionen, welche schon durch Cauchy und Jacobi allgemein gelést worden 
ist.*) Von dieser Aufgabe kommt hier nur ein ausgezeichneter Spezial- 
fall in Betracht. Die Cauchy-Jacobischen Resultate werden iibrigens 
nicht benutzt, sondern die Bildungsweisen der Funktionen ergeben sich 
von selbst im Laufe der Untersuchung. 


1. Funktionen im Einheitskreis mit positivem Realteil. 


Es sei w=u-+iv eine im Inneren und auf der Peripherie des 
Kreises K mit dem Radius 9 um z=0 reguliire analytische Funktion 
von g. Dann ist durch die Werte des reellen Teiles von w auf der Peri- 
pherie dieser reelle Teil im Inneren véllig, w selbst bis auf eine rein 
imaginiire Konstante bestimmt. Bezeichnet also, wie tiblich, # den kon- 
jugierten Wert von w, und sind w,, w, die zu beliebigen im Inneren des 
Kreises gelegenen Werten z,, 2; gehérigen Werte von w, so ist (w, + @,) 
durch die Randwerte des Realteiles von w véllig bestimmt, und es muB 
sich aus dem Poissonschen Integral oder, was damit iiquivalent ist, aus 
dem Cauchyschen Integral eine Formel fiir (w,, + #,) ableiten lassen. Eine 


*) Vgl. etwa Jacobi, Werke 3, 8. 479—5i11. 
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besonders konzise Herleitung dieser fiir unsere Zwecke grundlegenden 
Formel ist die folgende: z sei im Inneren, auf der Peripherie des Kreises 
gelegen. Dann ist nach Cauchy, wenn # den Arcus von £ bedeutet 


2a 


2aw = f wx mJ _ dt, 
0 gi ts 


wobei wx statt w(§) steht. Andererseits ist 


weil e auBerhalb des Kreises liegt. In letzterer Formel gehen wir zu den 


konjugierten Werten iiber, wobei zu beachten ist, daB auf der Peripherie 
von K 


ist. Es ergibt sich 


32 
» ~ 
O=— fie--* a9, 
. - = 
0 


und durch Addition zur Cauchyschen Formel 


22 22 


Qaw = fur’ ri ae + i foxds, 
0 


0 


re he 


oder auch 


22 


2 
2% = a 19 —i | odo. 


— ¢ 
6 aia 6 
Hieraus folgt 
e , a Pr 4 28 
22 (w+ Ws) = | Ux jet es + =——-; 
0 oe oo 
22 ( 
2(¢ £,2 
-f Bas. a) dt, 
e (¢—4,,) (§— 4%) 
oder 
22 


(1) nt + fur — 
e— 1,5, *(¢—#2) (F—%)’ 
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welches die gesuchte Formel ist.*) Fillt z, mit z, zusammen, so gibt sie 
das Poissonsche Integral. . 

Es sei jetzt w eine im Inneren des Einheitskreises reguliire Funktion 
von z, und der reelle Teil von w, also u, innerhalb dieses Gebietes stets 
positiv. Es mégen ferner den Punkten z,, z,,---, 2, im Inneren die Werte 
W,, Wy,-*-, w, entsprechen. Ist dann 9 <1 der Radius eines Kreises um 
z=0, der alle diese » z-Werte einschlieBt, so gilt die Formel (1) fir 
jedes Paar dieser Werte. Wir multiplizieren mit s,3, und summieren 
unabhiingig tiber « und # von 1 bis n. Die s, stellen dabei unbestimmte 
GréBen, 5, ihre konjugierten Werte dar. Wir erhalten 


2 
. 3 


a 
1---n 1 n 
wv, + Ws 1 - « 
{ .o “ 
3 - $,5,= UK: = —2—|- dd. 
= 5y 43 ‘ a - §—%, 


a, 


Hieraus ist zu schlieBen, daB die links stehende Hermitesche Form der s, 
positiv ist, daB also die Determinante der 


w+ wv; 


a3 Ff 
e “ap 


positiv ist. Da dies nun fiir jedes von der Einheit noch so wenig ver- 
schiedene 9 zutrifft, so hat man 


wth w+, _.. “St, 
9 - =? ’ : 
1—42,%,’ 1—42Z, 2, 1— 2, Zn 
w,+w, w,+, wy + Wy 
i. oon gs 
(2) 1—z,2,? 1—42z,Z,’ i—z,z7,|'>VU 
. | . - | . i . 
WwW, + UW, WwW, T Us ... wat Mn 
y ~ ? , -~ & 
l— 2,8,° 1—4z,2;, i—z,2,, 


2. Ubergang zu beliebigen Kreisen, 
Den Einheitskreis der z-Ebene kann man durch eine geeignete lineare 
Transformation 
_ ete 
 ef-iZ 
auf ein beliebiges von einer Kreislinie begrenztes Gebiet dieser Ebene 
abbilden. (Wir wollen ein solches Gebiet eine Kreisscheibe nennen, auch 


*) Die im Text mitgeteilte besonders elegante Modifikation meiner urspriing- 
lichen Ableitung von Formel (1) rihrt von W. Blaschke her, der ihre Aufnahme 
freundlich gestattet hat. 











ds 
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dann, wenn es nicht ganz im Endlichen liegt, also eine Halbebene oder 
das ,,AuBere“ eines Kreises darstellt.) Man hat 


{— ez me AP BZ+BZ+ CLE _ K,(Z, Z) ; 
= (x+4Z)(%+1Z) (x+4Z)(%+4Z)’ 


der Zihler K,(Z, Z) stellt, gleich Null gesetzt, den Rand des neuen (e- 
bietes dar, und ist im Innern dieses Gebietes positiv. Sind z,, 2, irgend 
zwei z-Werte, Z,, Z, die ihnen entsprechenden Z-Werte, so ist 


K,(Z,, 2 3) 


l—z = 2 . 
(x+4Z«)(%+22Z,) 


«23 
Auf iihnliche Weise kénnen wir die Halbebene der positiven Realteile w 
durch eine geeignete Transformation 
f+rW 
gah to. 
x +27 
in eine beliebige Kreisscheibe verwandeln. Es wird dann 
K,,(W,., Ws) 
o, T y™ 75 ae a \? 
(x + VW, )(% +27 Wy) 
und K,,(W,W) ist auf dem KRande der Scheibe Null, im Innern positiv. 
Diese zweifache Transformation soll nun an dem Resultat von § 1 
durchgefiibrt werden. Dabei sollen die Variablen nachher wieder mit den 
kleinen Buchstaben bezeichnet werden. Das allgemeine Glied der Deter- 
minante in (2) geht dann <iber in 
(x +42,)(% +423) K,,(w,,, wy) 
(x’+A'w,) (+ Vit,) K,(2,,%3) 
Man sieht, daB die Determinante nach Heraushebung eines Faktors, der, 
als Produkt zweier konjugierter GriéBen, nicht negativ ist, und, wie leicht 
zu sehen, nicht verschwindet, sich auf die der GréBen 


K,, (we, wy) 
K,( 2a; 23) 


; 


reduziert. 

Zur leichteren Formulierung des hiermit gewonnenen Ergebnisses, 
wollen wir fortan das Wertepaar z,, w, kurz mit p, bezeichnen, und von 
einer Funktion w, die fir z= z 
besitzt das Paar p 


, den Wert w, annimmt, kurz sagen: sie 


Ferner wollen wir zur Abkiirzung 


a’ 


K,,(w,. 3) 


Pas = r = 
' K, (2,23) 
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setzen (so daB also 


; : . Paa = Pag 
ist), und die Determinante 


Pu Pio *** Pin 
Por Poe *** Po» 


Part Pao *** Pan 


mit D(p,,P.,-°-,P,) bezeichnen; sie ist in der Tat, sobald einmal die 
Kreisscheiben K,, K,, gegeben sind, durch p,, p,,-+-, p, bestimmt. 

Dann ist also bewiesen: 

Wenn die Funktion w von z im Inneren der Kreisscheibe K, ohne 
wesentliche Singularititen ist, und nur Werte annimmt, die im Inneren der 
Kreisscheibe K,, enthalten sind, so besteht zwischen irgend n Wertepaaren 
Pi, Per** > P,» die die Funktion besitet, die Relation 


D(y,, Ps, a we p,) => 9. 


3. Die gefundene Bedingung als Schranke fir die Variabilitat 
VOR tp. 


Fiir die weitere Untersuchung ist eine passende Spezialisierung der 
Kreise K, und K, bequem. Darin liegt kein Verzicht auf Allgemeinheit, 
da alle Feststellungen, die wir machen werden, entweder Kreisverwandt- 
schaften gegeniiber invariant sind, oder doch ohne weiteres auf beliebige 
solehe Kreise iibertragen werden kénnen. Wir identifizieren sowohl K, 
als K, mit der Halbebene der positiven Imaginirteile, kurz: der ,,posi- 
tiven Halbebene“. Die zugehérigen Funktionen, die also innerhalb der 
positiven z-Halbebene regular sind, und daselbst nur Werte mit positivem 
Imaginiarteil annehmen, nennen wir kurz positive Funktionen. Wir haben 
dann zu setzen 

K,(z, 7) = — i(e—2), K,(w, ®) = — i(w—®), 
also 
Wa — iy 


Pap as ™ 


“a 


~ 


i 


Wir denken uns jetzt D(p,,p,,---,p,) mach w, und @, geordnet, wobei 
sich offenbar ein Resultat von der Form 


D(¥,, Poy +) P,) = L+ MB, + Mw, + Nw, w, 
ergibt. Die Bedingung 


3 


D(»,; Par" » P,) = 0 
sagt also aus, dafB w, dem Inneren oder dem Rande eines bestimmiten 
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kreisformigen Gebietes angehdrt. Es wird sich fragen, ob umgekehrt jeder 
dieser Kreisscheibe zugehérige Wert mdéglich ist, ob also wirklich eine 
positive Funktion mit den Wertepaaren p,,---, p,_, existiert, welche fiir 
z=, gerade diesen Wert w, annimmt. Die vollstindige Beantwortung 
dieser Frage ist Gegenstand der beiden folgenden Paragraphen. Wir be- 
reiten sie vor, indem wir zuniichst folgende Aufgabe lésen. Es sei bekannt, 
daB die positive Funktion w von z die Wertepaare p,, p,, ---, p, besitat, 
und es sei 


D(p,, Por, * ?,,) = 0. 


Die Funktion soll aus diesen Daten hergestellt werden. Es wird sich in 
der Tat zeigen, dab w durch die Angaben eindeutig bestimmt ist, und 
zwar als rationale Funktion héchstens vom Grade (n—1). 

Unter obiger Voraussetzung kann in der Determinante 


D(p,, Ps, ° “Day p) 


der Term in der rechten unteren Ecke, das ist 


w— Ww 
e— 


ohne Anderung ihrer Werte weggelassen werden, so daB sich die Deter- 
minante als Rainderung von 


, D(P,, Pos > +> Py) 
mit den GréBen 
w—t, w—, w— wv, 
, z—Z,’ z—Z,’ 7 z—%, ’ 
beziehungsweise 
,—uw w,—wW w,— wv 


7? @ °° 'y 77 

a, =m % “es « Zn — 2 

darstellt. Da D(p,, p,,---, p,) verschwindet, zerfillt die geriinderte Deter- 
minante in zwei Faktoren, welche je in einer der obigen GréBenreihen 


linear, und iiberhaupt abgesehen vom Vorzeichen konjugiert sind, also 
(A,, 49,°°*, 4, Sind von z,w unabhiingig) 


, w—t, , , w—®, w—w, * 
DP, Pas ++ +> Pas ) henatoele ' s—%, T Ag t—?, +---+A4, :.? . 
” - ad ae ” “n 
Dieser Ausdruck ist niemals positiv, und verschwindet nur fiir 
© « O— w— wv, w—- Ww. 
(3) Ay —h of A, ——ae ae owe he A. = = J 
c oa = “2 z “n 


Nach § 2 ist aber der Wert von w, den eine positive Funktion mit den 

Wertepaaren p,, P.,-- +, ?, dem Werte z zuordnet, an die Bedingung 
D(»,; Por Pay p) = 0 

gebunden. Man sieht, in dem Fall D(),, p,,---, p,)=—0 muB auch 

D(~,, Poy -* +s Pay P) =O sein, der Kreis, welchem w angehéren muB, ist 
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ein Nullkreis, w selbst ist also véllig bestimmt, und zwar wie Gleichung (3) 
lehrt, als rationale Funktion vom (n—1)* Grade. 

Es ist bei der Herleitung dieses Resultates allerdings stillschweigend 
vorausgesetzt, daB die Determinante D(p,, p,,---,p,) vom Range (m—1) 
sei, da sonst Unbestimmtheiten der verwendeten Ausdriicke sich einstellen. 
Diese Beschriinkung ist aber nur scheinbar; es sei unter den Determinanten 


D(¥,), D(y,, Ye), ‘ey D(¥,, Po, iv oe P,) 
D(p,, Po, an Pm) 


die erste verschwindende (D(p,) ist sicher von Null verschieden); wir ver- 
fahren dann mit D(p,, p,,-+-, p,,), welche vom Range (m—1) ist, wie oben, 
und erkennen die Bestimmtheit von w. 

Wir haben also festgestellt: Wenn die positive Funktion w von z die 
Wertepaare ),, P., «++, P, besitet, und es ist 


D(¥,, Pe, ° a p,) = 0, 


so ist die Funktion durch diese Eigenschaften eindeutig als rationale Funk- 
tion hichstens vom (n—1)*" Grade bestimmt. 


etwa 


4. Willkiirlichkeit der vorzugebenden Werte. Der Fall: 
D ($1, Pa, +++) Pn) = 0. 


Wenn die positive Funktion w die Wertepaare p,, p,, ---, p, besitzt, 
so ist 
D(»,) > 0, D(y,, P:) => O,+++, D(y,; Pers P,) = 0. 
Gilt in einer dieser Relationen das Gleichheitszeichen, so ist die Funktion 
nach § 3 rational und eindeutig festgelegt. Wir diirfen uns dabei auf den 
Fall beschrinken, daB nur die letzte von den Determinanten auch des 
Wertes Null fahig ist, und kénnen also schreiben 


(B) D(»,;) >0, D(»,; Ps) > 0, ~? D(y,; Poy" **s Pr—1) > 0, D(p,, Pgy***s ?,) = 0. 
Gehéren umgekehrt zu jedem diesen Bedingungen geniigenden System von 
Wertepaaren p,, p,,--+, p, positive Funktionen, die sie bezitzen? Es soll 
in diesem und dem folgenden Paragraphen gezeigt werden, daB diese Frage 
zu bejahen ist. 
Wir behandeln zaniichst den Fall, dab 
D(P,, Pay ++ Pa) = O 

ist. Nach § 3 ist dann w, falls es tiberhaupt als positive Funktion existiert, 
eine rationale Funktion héchstens (n —1)*"® Grades, und zwar die durch 
die Gleichung 


a2) +4, 


oS ao 
Z 4, 


w— Ww, w— 


+.---+4 — =—0 


2—2, “2—8, 








bes 
ex} 


dw 


er: 
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bestimmte. Da D(p,, p,.,--+,P,_,) +0 ist, erhalt man diese Gleichung 
explizit, indem man die Elemente der letzten Zeile von 


‘ D(»,, Por * ?,) 
durch die GréBen 


w©— uw, w- wy, o— w, 


es a ae”) Pl oS 
Zz 4 Z 23 z Za 





ersetzt, und das Resultat gleich Null setzt. Aus dieser Darstellung erkennt 
man sofort, daB die so bestimmte rationale Funktion 


w(2Z) 
w= 
g\z) 
in der Tat den Gleichungen 
biz.) 
w= a) 
“ — 9(Eq) 


geniigt, aber auBerdem auch den konjugierten 


- w (Z,) 
0,.= 8.) 
Hieraus folgt, daB w eine reelle, das heiBt eine Funktion mit reellen 
Koeffizienten ist. Man ersetze nun in den Determinanten in (B) die w, 
und #, durch ihre. eben angeschriebenen Werte; die Glieder der Deter- 
minanten erhalten die Form 
1 9( 23) (2g) — w(#y) p (24) 

P = . * ’ 

“? p( 2a) 9 é;) fq —28 
oder, wenn wir die Abkiirzung 


is (Z) w(z) — (2) e(z) 
Q(e,z7) = ¥@) 9() 


fiir diese ganze und rationale Funktion von z und 2, die in jeder der 
beiden Verinderlichen héchstens bis zum (m —2)*" Grade ansteigt, ein- 
fiihren, 
Pas a @(zZq) (Zs) : 

Man sieht, daB die Determinante D(p,, p,, ---, p,,) durch Multiplikation 
mit der wesentlich positiven Zahl 

 (4;) (42) >» > P(Zm) P(E1) P (Zs) + ++ PF m) 
in eine mit A,, zu bezeichnende Determinante iibergeht, deren Elemente 
einfach von der Form 


Q(2,, 2) 
sind. Die Determinanten A,, geniigen also den Relationen 


4, >0, A, > 0, . Sou A4,_,;>9; 
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somit ist die Hermitesche Form 
1---(m—1) 


H*(s, 3) = Ps Qe, By) 8,3, 


a, 


positiv definit. 
Wir betrachten nun die Hermitesche Form H(t,#), die aus Q(z, 7) 
entsteht, indem man die Potenzen 
ryLPpe (a= 1,2,---,m—1) 


durch die Unbestimmten ¢,, 7, ersetzt. Es ist also 


r 


H(t, t), af~* tar _ Q(z, B,)- 
Hieraus folgt aber, daB A(t,#) durch die Substitution 
1---(m—1) 1--- (m—1) 
t= Ps g's, t=- >  . (r=1, 2,---.n—1) 
in a 
1--+(m—1) 


2. a= le & 
> Q(2,, 23) 8,5, = H*(s, 3) 
a,’ 


tibergefiihrt wird. Somit ist auch H(t,¢) positiv definit, und folglich 
Hit, t), _4r-1, iaz-t ™ Q(z, Z) 


stets von Null verschieden und positiv, da 4; = 1+ 0, ¢, = 1+0 unter 
den substituierten Werten sind. 
Hieraus folgt zuniichst, dab der imagindre Teil von 
oa Ys) 

92) 
stets dasselbe Vorzeichen hat, wie der von z selbst, und nur mit diesem 
zugleich verschwindet. Man findet ferner fiir reelles 2 = x leicht 

Q = p(x) v(x) — v(x) gy (2). 

Also kann weder @ noch w eine reelle mehrfache Wurzel haben, und 
(2) 
9 (2) 
wert haben. Es kann insbesondere g’(x) nicht gleichzeitig mit ¢(2) ver- 
schwinden, und fiir g(x) = 0 hat man 


allgemeiner: z als Funktion von w = kann keinen reellen Verzweigungs- 


v@) 2 
gy (x) Lp (x) }* 
eine wesentlich negative GréBe. Sind also a,, a,,---,@,_, die Wurzeln 
von (x), so ist 
(2) — a A, = A, aah iaitenaiel Anat 
(4) Ta z—a, z—4, aT 
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worin A,, A,,---,A,_, positive GréBen bedeuten. Im Falle aber, daB o(z) 
niedrigeren als des (n—1)*" Grades ist, welchen Fall man durch eine ge- 
eignete reelle lineare Substitution von z stets auf die eben erhaltene 
Formel zuriickfiihren kann, erhilt man so 


- p(z) A, ; 
(5) ee he Sa" “Seen? 
mit positiven A, A,,-++,A,_¢. 

Ist nun andererseits 


w= 
9 (2) 
durch (4) gegeben, so ergibt sich 
We ae Wy A, i I a 
ee a 2 er =! ~ 
2 — 4 (Za—4,) (Z;—a,) (2, —Gy-1) (F3—Gy-1) 
wo also 
4a) _ (dp) , 
w.=—~, 0,=—-—~  usf. 
P (Fa) * Gs) 
gesetzt ist. Dann wird D(p,, p,,-++, p,,) gleich dem Produkt der Matrizen 
A, . 1 1 
£,—a,’ ? 8 — Gy-1 z,—a,’ 9 by — Gy 
? ’ 
A, ; 1 1 
Sy —@,’ ? Sq Gy-1 3m — 4,’ ? Eg — a1 


also gleich Null fiir m=>n, dagegen wesentlich positiv fir m<n— 1.*) 
Gleiches kann man, wenn man will, noch besonders fiir den Fall (5) kon- 
statieren. Man sieht zugleich, daB Zihler und Nenner von w, oder doch 
einer von ihnen genau vom (n—1)*" Grade ist, und beide mindestens vom 
Grade (n—2). 

Wir haben das Resultat: Sind p,, p,,---, p,  Wertepaare, welche die 
Bedingungen 


D(¥,) >0, D (Py 5 Ps) > 0, +++) D (Pi, Post Pn—a) > 9, D(P, 5 Poy" P,) =O 
erfiillen, so gibt es eine und nur eine positive Funktion, welche sie besitzt. 


*) Der erste Teil dieser Behauptung, also dab 
D(p,, tag Pin) =0 


ist fir m>~n, folgt schon aus dem Umstand allein, daB ie vom (n—1) Grad ist. 
Diese fiir spiiter (§ 5) wichtige Tatsache erkennt man direkt aus der Transformations- 
beziehung zwischen den Hermiteschen Formen H* und H. H enthalt wegen des 
vl) gerade (n—1) Variablenpaare ¢,, ¢., und H* ist also indefinit, wenn 
es mehr als (n—1) Variablenpaare s,, 5, enthiilt, was fiir m>n zutrifft. 


Mathematische Annalen. LXXVLI. 2 


Grades von 
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Die Funktion ist rational, bildet die positive Halbebene z gerade auf die 
(n—1)-fach iiberdeckte positive Halbebene w ab, die (2n—4) Verzweigungs- 
punkte sind séimtlich komplex und paarweise konjugiert. 


5. Der Fall D(pi, Pa, «+ +5 Be) > O. 


Der allgemeine Fall, dem wir uns nun zuwenden, laBt sich auf den 
behandelten Spezialfall D(p,, p,,---, p,.) = 0 zurtickfiihren. 

Betrachten wir w, fiir den Augenblick als verinderlich, indem wir 
Pi,***P,—, und 4, festhalten, und bezeichnen es etwa mit w,,, das Paar 
Zn, W, mit p,, so sagt die Voraussetzung, daB D(p,,---,Y,-1, p,) fiir 
w,, = w, positiv ausfillt. Nehmen wir andererseits w;, irgendwie reell an, 
so fallt D(pi,---, Px—1, P,) negativ aus. Denn dann verschwindet das Ele- 
ment rechts unten in der Determinante: 

wi, — ©, 

£,—2,’ 
und sie entsteht also durch Randerung aus D(p,,---, p,_,), das heiBt aus 
der Diskriminante einer positiv definiten Form. Die geriinderte Determi- 
nante bildet also eine negativ definite Form, woraus das Behauptete folgt. 
Der Kreis K,_, in der W-Ebene (vgl. § 3), welcher durch die Gleichung 
in w,, 

D (P15 +--+) Pa—1, Px) = 0 

definiert ist, hat demnach reelle Punkte, und liegt ganz innerhalb der 
positiven Halbebene. 

Wir wihlen zwei Punkte der Kreisperipherie nach Willkiir; jeder 
derselben vervollstindigt, mit z, zu einem Paar vereinigt, die Paare 
Pi, Pe» “** P,-1 2u einem System von dem im vorigen Paragraphen er- 
ledigten Typus. Wir erhalten so zwei rationale Funktionen (n—1)" Grades 


%, (2) (2) 
91(2)’ (2)? 
welche beide die Wertepaare p,,---, p,_, besitzen, wahrend sie fiir =z, 
verschieden ausfallen. Es sei 4 ein beliebiger reeller Wert; dann ist auch 
ae M1) AY) 
°) 0 = 9, (2) + 94 2) 
eine rationale Funktion (n—1)*" Grades, welche die Wertepaare p,,---, p,_, 
besitzt. Fiir z=, nimmt sie den Wert 


he (8,) + Aw, (2) 
YP; (Zn) +4 Hy (Zn) 


an; dies gibt ein weiteres Wertepaar, welches zu den p,,---,p,_, hinzu- 
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gefiigt, wieder ein System mit der Determinante Null geben mu (S. 17, 
Anm. *)). Die Funktion ist also die durch dieses System nach § 4 be- 
stimmte rationale Funktion. Der Ausdruck fiir den zu 2, gehérigen Wert 
von w stellt fiir reell veriinderliches 4 einen Kreis der w-Ebene dar (als 
Bild der reellen 4-Achse), und dieses ist nichts anderes als der durch 


D(¥,, Pay °° Pai y,) = 0 
definierte Kreis K,_,, da diese Bedingung ja fiir alle die w-Werte erfiillt 


ist. Der in (6) gegebene Ausdruck stellt also die Gesamtheit aller Funktionen 
dar, welche durch die geyebenen ),,Ps,°-*;P,-, wnd je ein weiteres der 
Bedingung 

D(},, ** % Peuas P,) = 0 
gemap angenommenes Paar », bestimmt sind. Zu jedem Punkt der Peripherie 
von K,_, gehért eine solche Funktion. 

Der Ausdruck fiir w liefert aber auch dann Funktionen, die die Paare 
Pi,°* P,—-1 besitzen, wenn 4 irgend welche komplexe Werte erhiilt, und 
wenn A die ganze komplexe Ebene beschreibt, so tut w (bei festgehaltenem 2) 
das Gleiche. Dabei wird, wenn 4 alle Werte mit positivem Imaginiirteil 
annimmt, der zu =z, gehérige Wert von w entweder das Innere oder 
das AuBere von K,_, durchlaufen. Wir kénnen es, indem wir ndtigen- 
falls die Vorzeichen von g,(z) und y,(¢) umkehren, immer etwa so ein- 
richten, daB der positiven 4-Halbebene das Innere von K,,_, entspricht. 

Setzen wir nun m 

, r 8Z 
A= (2) = TT, 
wo p, g, 7,8 vier reelle Zahlen bedeuten, und ps — qr > 0 sein soll, so 
entspricht jedem zg der positiven Halbebene ein ebensolches 4, und um- 
gekehrt. Es sei w, willkiirlich innerhalb X,_, gewahlt, 4, der entsprechende 
Wert von 4, so daB also 
YW (Zn) + An Ws (n) 
P1 En) + An Ps En) 
ist. Man bestimme jetzt die p, g, r, s so, dab 
r-+ 82, 
p+az,—* 
wird, wobei eine reelle Konstante noch willkiirlich bleibt. Die rationale 
Funktion n‘* Grades 


wv, = 


" », (2) + Ale F 
@) 0 aR 

hat dann offenbar die Eigenschaft alle Wertepaare p,,p,,--+-, P,_3,), 2U 
besitzen. Damit ist aber bewiesen: Zu jedem Wertepaarsystem ), , P3,°°*) Pa» 
welches den Bedingungen 


D(},) > 0, D(p,, Ps) > 0, tS D(p,, Pa,** ?,) >0 
2* 








20 G. Prex. 


gemiB angenommen ist, gehdren positive Funktionen, und zwar gibt es stets 
rationale derartige Funktionen in unbegrenster Anzahl. 

Die Formel (7) stellt vermége des in ihr enthaltenen Parameters 
wieder séimtliche rationale positive Funktionen mn Grades mit den Werte- 
paaren p,, ),,---, p, dar. Man sieht wie diese Gattungen rationaler Funk- 
tionen auch sukzessive gebildet werden kénnen, indem man von den 
linearen Funktionen mit dem Wertepaar p, ausgeht, und durch Hinzu- 
nahme der Paare p,, p,,--- der Reihe nach zu den Funktionen 2, 3" usw. 
Grades aufsteigt. 


6. Folgerungen und Ubertragung auf beliebige Kreise. 


Das Ergebnis, zu welchem wir in den letzten beiden Paragraphen 
gelangt sind, liBt sich so formulieren: 
(n—1) Punktepaare ),, P,,-**,P,1,, welche den Bedingungen 


D(};) > 0, D(},, Pay D(},; a Pa—1) >0 
gemiB, im iibrigen beliebig angenommen sind, ordnen jedem weiteren z, der 
positiven Halbebene eine Kreisscheibe in der positiven w-Halbebene zu, deren 
Rand durch 
D(y,, Par * > Paar Py) = 9 

gegeben ist. Zu jedem dieser Kreisscheibe angehorigen (und zu keinem duBeren) 
w,, gehiren positive Funktionen, die die Wertepaare ),,---, ~,_, besiteen, 
und fiir ¢=2, den Wert w, annehmen. Liegt w, auf dem Rande der 
Scheibe, so ist die Funktion villig bestimmt, und zwar als rationale Funk- 
tion (n—1)*" Grades, welche die positive 2-Halbebene gerade auf die (n—1)- 
fach iiberdeckte positive w-Halbebene abbildet. Inneren Punkten entsprechen 
stets unbeschriinkt viele Funktionen. 

Eine Folge unserer Entwicklungen ist auch diese: Sind p,, p,, --- 
Wertepaare einer positiven Funktion, und ist 


D(p,, Par P,) = 0, 

so miissen alle folgenden Determinanten von selbst verschwinden (§ 4). 
Die zu einer Folge von Wertepaaren p,,p,,--- einer positiven Funktion 
gehérigen Determinanten sind also entweder durchaus positiv, oder sie sind 
bis zu einem gewissen  positiv, von da ab simtlich gleich Null. In 
letzterem Fall ist die Funktion rational. Die Anzahl der von Null ver- 
schiedenen Determinanten ist dabei unabhingig von der Wahl und Auf- 
einanderfolge der Wertepaare ),, ~,,---; denn sie ist gleich dem Grad 
der Funktion. 

Ferner bemerken wir, dab die Kreise K,, K,,---, welche einem will- 
kiirlichen 2z-Wert durch Angabe der Wertepaare p,, bzw. p,, p,, baw. usf. 
zugeordnet werden; die Eigenschaft haben, daB jeder folgende innerhalb 
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des vorhergehenden liegt. Denn die Bedingungen fiir K, umfassen die 
fir K,_,. Ist ferner 
D(p,, siete P,) > 0, 

so kann der Kreis K, nirgends an den Rand von K,_, heranreichen, da 
fiir alle Randpunkte von K,_, die zugehérige Funktion rational vom 
(n—1)*" Grade ist, und dann 

D(P,, Pas** y Pn) = 0 
sein miiBte. 

Die gefundenen Sitze lassen sich ohne weiteres auf beliebige Kreis- 
scheiben K,, K,, in der z- und w-Ebene iibertragen. Nennen wir eine 
Funktion, welche innerhalb K, ohne wesentliche Singularitiiten ist, und 
nur Werte annimmt, die innerhalb K,, liegen, kurz eine zuldissige Funk- 
tion, so haben wir in allen Aussagen nur statt positive Funktion tiberall 
zulissige Funktion zu setzen, und statt von Werten innerhalb der posi- 
tiven z- bzw. w-Halbebene von Werten innerhalb K, baw. K,, zu sprechen. 
Die auftretenden rationalen Funktionen haben folgenden Charakter: sie 
bilden die Kreisscheibe K, auf die mehrfach tiberdeckte Kreisscheibe X,, 
ab, die ganze Ebene ¢ entsprechend auf die ebensooft tiberdeckte Gesamt- 
ebene w; die Verzweigungspunkte entsprechen ¢-Werten, die sich in Paare 
von Spiegelpunkten hinsichtlich des Randes von K, anordnen. 

Wir bemerken schlieBlich noch Folgendes. Die Bedingungen, denen 
die Wertepaare p,, p,,---+ einer zulissigen Funktion geniigen miissen, kann 
man in die Aussage kleiden, daB die Abschnitte der Hermiteschen Form 
mit unendlich vielen Unbestimmten 


> Pap 8. 53 
a,p 


positive Formen sind, und zwar entweder simtlich definit, oder bis zu 
einer Stelle definit, von da an indefinit. Besitzt die Form diese Eigenschaft, 
so besitzt sie auch jede Form, die einer abgeinderten Anordnung der 
Folge ),, P,,-°+ entspringt, und die Zahl der definiten Abschnitte bleibt 
dabei erhalten. 

In wie weit diese Bedingungen auch hinreichen, ob also und in welcher 
Anzahl einer Folge p,, p,,--- von der angegebenen Eigenschaft auch stets 
zulissige Funktionen entsprechen, soll hier unerértert bleiben.*) 


*) Es sei auf die wihrend des Druckes erschienene Note von W. Blaschke, 
»Hine Erweiterung des Satzes von Vitali usw.“, Siichs. Berichte, Math.-phys, Klasse 
1915 verwiesen, 
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7. Beziehung zu den Siitzen von Carathéodory tiber Funktionen 
mit positivem Realteil. 


Die in der Uberschrift genannten Sitze erhilt man aus unserem 
Ergebnisse, indem man erstens K, mit dem Inneren des Kinheitskreises 
und K,, mit der Halbebene der positiven Realteile identifiziert, und zweitens 


alle z,, 2,,--- mach Null und die entsprechenden w,, w, ,--- nach : 
riicken 1aBt. Die erste dieser MaBnahmen gibt 
Wo + ws 


Pop “i 


. @ “3 
wie in § 1. Die zweite liefert durch einen geliufigen Grenziibergang, bei 
dem nur positive Faktoren abgeworfen werden, Determinanten mit den 


Termen 
a+f—2 
le Pur 
= = = b J 
oz* 192 1 nohoe 


welche noch passend mit dem Zahlfaktor («—1)!(8—1)! multipliziert 
werden kiénnen. Es sei nun 


wn — +os+as+--- 
die Potenzreihe fiir w; dann ist 


w+ @—1 + (a,2+4,7) + (a,2°+4,7")+--- 
1 


- ! x _ Se 
cap I tt wa — 


also 
' ==s\1 / 2 z =3\ ) 
ie ™ hi, 1 + (4,4, + G,2,) + (452,7 +4,2, + 47,7) +---. 
Fihrt man die Bezeichnungen*) 


: a@=1, a,=—4, 
ein, so hat man 


a+p-—2 
(«—1)!(6—1)! be i mat i), oat = 4,_ 45 
und aus der Determinante D(p,, p,,---, p,,) wird also die bei Carathéodory 
mit D(1, a,,a@,,---,@,_,) bezeichnete. Man erhialt somit 
D(A, a,, a,,---,a,_;) 29, 

also die Carathéodory-Toeplitzschen Bedingungen. Auf eine genauere Dis- 
kussion einzugehen, wiire iiberfliissig. Doch wollen wir den Grenziibergang 
noch fiir die Determinante 


D(p,, Pi, °s, Day p) 


n-1 


*) Vgl. Carathéodory, a. a. O. 8. 205. 
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durehfiihren, wobei das letzte Paar p = (2, w) nicht am ProzeB teilnehmen 
soll. Man behiilt in der letzten Zeile als a‘** Element 


(e—1!( Z— ("+%))] 


ge-i\i—z22 
| 0%, 1” 13, =0 


in der letzten Spalte ahnlich 
r gt? se + @, 
(a—1)! (a) m, 





aet—* BZ, 


wahrend das letzte Element rechts unten unveriindert bleibt. Nun ergibt 
sich ganz analog wie oben fiir diese beiden Ausdriicke 


1 
-1 an —1 4 wt~2 - 
gt -Uu _ 3 g* — a, 2 + eee a a, 1 


bzw. 
" po at : a e 
F-1. GH 4 — Fel 4 age? 4..-44,_,. 


Mit diesen Werten ist also die Determinante D(1, a,,---, a, _,) zu randern, 
und auBerdem die rechte untere Ecke mit 

w+ @ 

1— 22 
zu besetzen. Die sich ergebende Determinante liefert, gleich Null gesetzt, 
die Gleichung des Kreises, innerhalb dessen w gelegen sein muB. Wir 
sprechen dies noch in Form eines Satzes aus: 


7 


Die sémtlichen innerhalb des Einheitskreises requléren Funktionen 


w 


no) 


+aetae?t+---ta,_yaite-, 


welche daselbst positiven Realteil besiteen und in den (n—1) ersten Ent- 
wicklungskoeffizienten @,, Gy,+++, G,_, tibereinstimmen, ordnen einem will- 
kiirlichen 2 im Einheitskreis Werte zu, welche eine Kreisscheibe der Halbebene 
der positiven Realteile erfiillen. 

Auch die Bemerkung hinsichtlich der Rand- und inneren Punkte der 
Scheibe iibertriigt sich natiirlich hierher. 


Prag, den 6. Mirz 1915. 
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Zur Theorie der Prymschen Funktionen 1. und N. Ordnung. 


Von 


Orro Haupt in Karlsruhe (Baden). 


III. SchluBbemerkung: Weitere Fragestellungen. 





I. Uber die ausgezeichnete Stellung der Prymschen 
Charakteristiken gegentiber den Nicht-Prymschen. 


§ 1. 
Der Prymsche Eindeutigkeitssatz und seine Umkehrung. 
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Im ersten Teile ihres Werkes ,,Theorie der Prymschen Funktionen 
1. Ordnung“*) beschiftigen sich die Herren Prym und Rost unter anderem 
mit denjenigen Funktionen U = U’+iU” auf einer gegebenen Riemann- 
schen Fliche 7 vom Geschlechte p(>1) bzw. der zugehérigen zerschnit- 
tenen, einfach zusammenhiingenden Fliiche 7”, welche folgende Eigen- 


schaften besitzen**): 





*) Leipzig, Teubner, 1911. Die im Texte gebrauchten Bezeichnungen und Fest- 
setzungen sind dem Prym-Rostschen Werke entnommen. 


**) Wegen der eingehenderen Formulierung des Resultates siehe Prym-Rost, 1. c., 








ee 
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1. U ist eine zu T relativ unverzweigte, in der Umgebung jedes 
Punktes von 7 regulire Potentialfunktion*); 

2. Die analytische Fortsetzung von U iiber die Querschnitte a,, b,, ¢,, 
durch die ZT in 7’ verwandelt wird, erfolgt gemaéB den Substitutionen 

U*= A,U-+M%, an | 
(8.) U*=— B,U- +8, an B, y=1,2,---,p. 
Ut= U- an 
Dabei bezeichnet U- den Wert von U in irgendeinem Punkte P von 7, U* 
denjenigen Funktionswert im nimlichen Punkte P, der sich durch analy- 
tische Fortsetzung von P aus lings eines den Schnitt a, (bzw. b,, ¢,) ge- 
rade einmal von der negativen zur positiven Seite iiberschreitenden, sonst 
ganz im Innern von 7” verlaufenden Weges ergibt. Die A,, B,, U,, B, 
sind komplexe Konstanten; damit die geforderten Substitutionen (S.) wider- 
spruchsfrei sind, ist notwendig, da8 
(1—B,) U,— (1—A,) 8, = 0, v=1,2,---,p. 

3. Die Faktoren A,, B,, v=1,2,---,p, sind siimtlich vom absoluten 
Betrag 1. 

Der kiirzeren Ausdrucksweise halber sollen die folgenden Bezeich- 
nungen eingefiihrt werden: %&,, 8, heiBen additive Perioden; im Falle 
U4, = B,=0 heiBt die zum betr. Werte v gehérige Substitution (S.) 
homogen. Ein Faktorenpaar A,, B, heift ,uneigentlich*, sobald A,= B,=1 
ist. Die Gesamtheit der Faktoren A,, B, (v= 1, 2,---,p) bezeichnet man 
als ,,Charakteristik* des Problems. Insbesondere spricht man von einer 
»Prymschen Charakteristik“, wenn die Bedingung 3. erfillt ist, von der 
,ausgezeichneten Charakteristik*, wenn alle Faktorenpaare A,, B, uneigent- 
lich sind. Eine den Bedingungen 1. und 2. geniigende Funktion _,,gehdrt 
zur Charakteristik“. Dabei handelt es sich aiso stets um Potentialfunktionen. 

Man iiberzeugt sich leicht davon, daB eine Charakteristik dann und 
nur dann eine Prymsche ist, wenn die homogenen Substitutionen (S.), in 
reellen und lateralen Teil zerlegt, stimtlich orthogonal sind. 

Eine Folge der Orthogonalitit ist der 

Eindeutigkeitssatz**): Zu vorgegebener, nicht ausgezeichneter Prym- 
scher Charakteristik gibt es keine einzige Riemannsche Fliche T vom Ge- 
schlechte p(>1) von der Art, dap auf T eine eur Charakteristik gehdrige 


I, Teil, 8. 182. Die Schnitte a,, b, werden in dieser Arbeit etwa als Ziige von, ab- 
wechselnd zur x- bzw. zur y-Achse parallelen Strecken vorausgesetzt. 

*) Vgl. Weyl, Die Idee der Riemannschen Fliiche (Leipzig, Teubner, 1913, S. 38). 
Im Gegensatz zur Potentialfunktion wird im folgenden die Funktion komplexen Argu- 
mentes als analytische Funktion bezeichnet. 

**) Prym-Rost, 1. c., I. Teil, S. 151. 
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nicht identisch verschwindende (allenthalben endliche) Funktion U evxistiert, 
deren zugehirige Substitutionen (S.) séimtlich homogen sind.*) Im Falle der 
ausgeszcichneten Charakteristik hingegen ist die Konstante fiir jede Fliche T 
die allgemeinste derartige Funktion. 

Zum Beweise bilde man mit einer zur gegebenen Prymschen Charak- 
teristik gehérigen Potentialfunktion U = U’+iU” das Dirichlet-Integral, 
erstreckt tiber die Fliche 7”, 


D(U) =ff (az) + Gy) + Ge) + Coy) | eet ™ 


Nach dem Greenschen Satze ergibt dies unter Benutzung von (S.) und 
wegen |A,|= B,| = 1, (v=1, 2,---, p) 


(I) D(U) = r= >) { 4, %,B, — B,B, W,}.*) 


v=1 


Dabei bedeuten %,, B, die additiven Perioden bzw. an den Schnitten a,, b,; 


%,, B, die entsprechenden Perioden der zu U = U’+iU” konjugierten 
Potentialfunktion 


zy 
ra syn [au aU 
Vm V'+iP -| (— eax + ay). 
A, bezeichnet die zu UA, konjugiert-komplexe GréBe. 
Ist jetzt U multiplikativ, so wird A,— B,— 0, d.h. T*=— 0, und es 
folgt U = Konst.; diese Konstante kann aber nur fiir 


A,= B,=1, v=l,-+--,p 


d. h. nur fiir den Fall der ausgezeichneten Charakteristik von Null ver- 
schieden sein. Die Prymsche Bedingung 3., d. h. die Orthogonalitit der 
in reellen und lateralen Teil zerlegten Substitutionen (S.) reicht dem ge- 
maiB hin, wm die Eindeutigkeit der zur Charakteristik gehirigen Potential- 
funktionen gleichzeitig fiir alle Riemannschen Fliichen vom Geschlechte p 
zu gewiihrleisten.***) Die Prymsche Bedingung 3. ist aber hierzu auch not- 
wendig. Mit anderen Worten, die Prymschen Charakteristiken sind die 
einzigen Charakteristiken, die einen Eindeutigkeitssatz unabhdngig von der 
zugrunde liegenden Riemannschen Fliche zulassen. Dies zeigt folgende 


*) Eine solche Funktion soll im folgenden kurz als eine ,,multiplikative* bezeich- 
net werden. 
**) Prym-Rost, 1. c., 1. Teil, 8. 166—169, insbesondere Forme! (J.), 8. 169. Dabei 
ist wesentlich, daB U an den Schnitten c, die Perioden Null besitzt. 
***) Von der ausgezeichneten Charakteristik sieht man hierbei ab. 








_ ee 








Prymsche Funktionen. 27 


Umkehrung des Eindeutigkeitssatzes*): Gegeben sei eine Nicht- 
Prymsche Charakteristik. Dann gibt es (unendlich viele) Klassen Riemann- 
scher Fliichen T vom Geschlechte p mit der Eigenschaft, dag auf T eine zur 
Charakteristik gehorige allenthalben endliche multiplikative Funktion W, 
existiert. Wa, ist speziell eine analytische Funktion von 2 = x + iy.**) 
Demgegeniiber gibt es immer auch unendlich viele Klassen Riemannscher 
Flichen T vom Geschlechte p, in denen zur gegebenen Nicht-Prymschen 
Charakteristik keine Funktion W, existiert. 

Bezeichnet W, eine zur Charakteristik A,, B, (A, = er, B, = e*,) ge- 
hérige Funktion W, der verlangten Eigenschaft, dann ist ***) log W,=W 
ein Abelsches Integral 1. Gattung auf 7’ mit den Perioden 


a,= a, + 2iam, = a,’ + i(a,” + 2am,), 


b,— A, + 2ian,— p+ i(6,"+2an,), "oP 


m, und m, bedeuten ganze Zahlen. 

Demnach lift sich die Frage zuriickfiihren auf das Problem, ein 
Abelsches Integral 1. Gattung W(2) vom Geschlechte p zu konstruieren, 
dessen Perioden (bis auf ganzzahlige Vielfache von 227) gegeben sind.***) 
Diese Aufgabe ist bereits mehrfach Gegenstand von Untersuchungen ge- 
wesen.t) Es diirfte nicht ohne Interesse sein, daB die geforderte Kon- 
struktion im vorliegenden Falle auf dem von Riemann angegebenen Wege 
volistiindig durchgefiihrt werden kann; dies soll im folgenden gezeigt wer- 
den, zumal die Uberlegungen gleichzeitig eine Grundlage fiir die Unter- 
suchungen der §§ 2 und 3 bilden. 

W (<) bildet das durch Ziehen der 2p Riickkehrschnitte a,,b, (v=1, ---, p) 
aus 7’ entstehende, abgeschlossene Gebiet 7 vom Zusammenhange p kon- 
form ab auf ein pfach zusammenhingendes, ganz im Endlichen gelegenes, 
abgeschlossenes Gebiet S.7+) S besitzt im allgemeinen 2p — 2 einfache 
Verzweigungspunkte.};}+) Die Begrenzungskurven von S bzw. ihre 
Punkte lassen sich, entsprechend dem +- and — Ufer eines Schnittes a,(b,) 
einander paarweise zuordnen. Je zwei zugeordnete Begrenzungsstiicke 


*) Die Fragestellung, welche zu dieser Umkehrung fiihrte, entstammt Unter- 
haltungen mit den Herren Prym und Rost. Ein Beweis fiir den Fall p — 1 ist (ebenfalls 
unter Heranziehung der Abelschen Integrale 1. Gattung) zuerst von Herrn Prym gefiihrt 
worden. Zwecks Erledigung des allgemeinen Falles verwies Herr Hilb auf die unten 
zitierten Bemerkungen von Riemann und Klein. 

**) DaB man W, analytisch annimmt, wird durch die Beweismethode bedingt. 

***) Appell, Sur les intégrales etc. (Acta math. 13). 

+) Riemann, Gesammelte Werke, 1. Bd. (2. Aufl), 8.120. Klein, Vorlesungen 

iiber Riemannsche Fliichen (Leipzig 1906). 
++) Unter Gebiet wird im folgenden stets ein abgeschlossenes Gebiet verstanden. 
+++) Riemann, 1. c. 
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(bzw. Punkte) gehen durch Parallelverschiebung um die zugehdérige Pe- 
riode a,(6,) ineinander tiber und mégen deshalb parallel (bzw. entsprechend) 
genannt werden. Je zwei Paare paralleler Begrenzungsstiicke gehéren zu- 
sammen und bilden einen in sich geschlossenen parallelogrammatischen 
Rahmen.*) SchlieBlich ist 2 = z(W) eine in S eindeutige, von Polen ab- 
gesehen regulir-analytische Funktion von W; 2(W) ist in S 2pfach 
periodisch im folgenden Sinne: die Funktionselemente, die zu entsprechen- 
den Punkten paralleler Begrenzungsstiicke gehéren, sind identisch. 

Zur Konstruktion von W, bzw. der gesuchten Riemannschen Fliche 
bestimmt man zuniichst ein Gebiet S, das zu den gegebenen a,,b, gehdrt. 

Eine Bedingung, der die oben eingefiihrten Zahlen m,, m, geniigen 
miissen, liefert, wie aus (I) hervorgeht, das Dirichlet-Integral**) fiir das 
Abelsche Integral W = W'+iW” 


9 


da) DOW)= ff (GE) + OY + OEY + CRY) away 


Pp 
= 2>' [a,’(B,” + 2an,) — B,'(«,” + 2am,)| > 0. 
v=1 
Geometrisch gedeutet***): der Flicheninhalt des durch W gelieferten Bild- 
bereiches S von 7” muB positiv sein. Der Term unter dem Summenzeichen 
rechter Hand in (Ia) liefert den Inhalt eines Parallelogramms mit den 
Seiten a, und b, in der W-Ebene. Man bildet das Parallelogramm in der 
Weise+), daB man zuerst den Vektor a, irgendwie in der Ebene annimmt 
und an seinem Endpunkt den Anfangspunkt des Vektors b, anlegt, an 
dessen Endpunkt den Anfangspunkt von — a, usw.; dadurch sei zugleich 
der positive Umlaufsinn des Parallelogramms festgelegt (orientiertes Par- 
allelogramm). Der obengenannte Term ist nun positiv oder negativ, je 
nachdem der durch das Parallelogramm begrenzte, den unendlich fernen 
Punkt nicht enthaltende Teil der W-Ebene zur Linken oder zur Rechten 
liegt, wenn die Begrenzung im positiven Sinn durchlaufen wird. Die 
Prymsche Bedingung liefert insbesondere solche Zahlensysteme a,, 6,, fiir 
welche das zum betreffenden Rahmen gehérige Gebiet immer den Flichen- 
inhalt Null hat. 
Die gegebene Nicht-Prymsche Charakteristik sei 


A, = ety tha,” B, = ey +4B,”, vo a “* *. p. 


*) Die Bezeichnungen nach Klein, |. c., S. 78 ff. 
**) Z. B. Prym-Rost, 1. ¢., Il. Teil, 8. 87. 
***) Klein, a.a O. 
+) Enteprechend dem festgesetzten positiven Umlaufsinn der Querschnittpaare 
a,, by von T’ (Prym-Rost, 1. c., I. Teil, 8. 93). 
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Fiir mindestens ein v, etwa »v=—p, ist a, +0 oder B+ 0 oder beides 
erfiillt. Um die Vorstellung zu fixieren, werde ty + 0 angenommen. Im 
iibrigen seien die «, 8 so numeriert, daB «,—£,—0, u—1,2,--,0 (e<p—1), 
wihrend «,, und #, fiir «> nicht gleichzeitig verschwinden. Im Falle 
«, = 6, = 0 sind Uberschneidungen fiir die zugehérigen Rahmen in der 
schlichten Ebene nicht zu vermeiden, wiahrend das fiir die Indizes 
u=o-+1,---, p stets gelingt und zwar durch passende Wahl der Viel- 
fachen m,, %, von 2zi, tiber die man ja noch verfiigen kann. 

DemgemiBS wird man die ganzen Zahlen m,, n, so wihlen, dab 

tn Bue = By ey > 2 (By. yu — Cy, Mu), #=o+ 1, e+ 2, “* eB» 

d. h. daB der Inhalt des orientierten Parallelogramms positiv wird. Speziell 
sei m,= 0 und es mége, um einen konkreten Fall zu betrachten, die eben 
ausgesprochene Bedingung fiir hin- 
reichend groBe positive m, erfiillt 
sein. 

Hingegen richtet man fiir 
u=1,---,@ die m,, m, so ein, dab 


0 <a,’ = a, + 2am, < 22, 


0 <b,’ = B, + 2an, < 22. 





Schnitt 


Dies ist stets méglich. Ferner 
gibt es zu jedem uw (u=1,---, @) 
zwei reelle positive Zahlen ¢,’’, 0,’ 
von folgender EKigenschaft: 
<< Oe 
0 “a rae 

ml acl 
po Ae 
< b,. 


u=1, 2,---, 9. 


~ 








0 Dv < (a, + b,’), 





Nunmehr ergibt sich ein Ge- 
biet S*) folgendermaBen: Der 
Vektor a, = a, + i(a, + 2am,) 
wird in der W-Ebene beliebig 
festgelegt. Man teile a, in 29 gleiche Teile und ziehe durch die Teilpunkte 
P,®(A=—1,---;2@—1) sowie durch den Anfangs- und Endpunkt von a, 
Parallelen zur iW”-Achse; hierdurch werden in der W-Ebene die 29 
Parallelstreifen ¢, (4 =1,---,2@) gebildet. Man greift jetzt die Teilpunkte 

P,®, Py, ---, Py@x-¥, «++, P,2e-» 


Fig. 1. 


*) Vgl. die obenstehende Figur 1, die sich auf den Fall 9 = 3 bezieht. 
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heraus, nennt sie P,“) (u=1,---,@) und trigt von P,“ aus die Vektoren 


+i, i(o7— “#), —i* (u=1,---, 9) ab. 

Lings der durch Abtragen von + ib entstandenen Strecken von der 
Lange ¢,’ wird die W-Ebene aufgeschnitten und ebenso lings der durch 
die Endpunkte R,, von i (>/’"— + ¢) (w=1,---,@) begrenzten, mit der 
+iW”-Achse gleichgerichteten Halbstrahlen. 

“4 

= 
man mit P,“), entsprechend mit P,“ baw. P,“, P,“ die Endpunkte der 
Strecken ia,’, ib,”, i(a,’ + 6,’), (u=1,---,@), die von P,™ aus, als An- 
fangspunkt, abgetragen werden. Zufolge der Definition von ¢,’ und b,’ 
liegen die Punkte P,“) und P,“ simtlich auf den oben angebrachten 
Schnitten, von den Punkten P,“ und P,” (u=1,---, 0) hingegen kein 
einziger. 

Fiihrt man die ganze Konstruktion fiir eine zweite W-Ebene aus, 
legt beide Ebenen in gleichbezeichneten Punkten und Schnitten iiberein- 
ander und heftet tiberdies in letzteren die Schnittufer kreuzweise anein- 
ander, so ergibt sich eine geschlossene zweiblitterige Riemannsche Fiche Q. 
Der Strecke a, entsprechen auf Q zwei kongruente ,,iibereinanderliegende“ 
Strecken. Man behilt nur diejenige bei, fiir welche die in ¢, liegende 
Teilstrecke im unteren Blatte verliiuft. @ dient als Traiger fiir die 1. den 
Periodenpaaren a, 6, (u=1, 2,---,@), 2. dem Paare a,, 6, entsprechenden 
parallelogrammatischen Rahmen, die jetzt fixiert werden sollen. 

1. Man beginne mit y= 1 und verbinde die im oberen Blatt gelegenen 
Punkte P,® und P,® durch ein, von den Endpunkten P,“) und P,” ab- 
gesehen, ganz im oberen Blatt und innerhalb ¢, verlaufendes Streckenpaar, 
das iiberdies keinen Punkt mit a, gemeinsam hat. Als positiver Richtungs- 
sinn des Streckenzuges gilt die Fortschreitungsrichtung von P, nach P,” 
zu. Kongruent mit P,“ P,” wird im unteren Blatt P,*) P,” gezeichnet, 
wobei P,® dem P,®, P,® dem P,” entsprechen muB. Des weiteren wird 
P, mit P,® durch ein ganz im unteren Blatt und ganz in ¢, verlaufen- 
des Streckenpaar verbunden, das tiberdies mit a, keinen Punkt gemein 
hat. Entsprechend sind P,) und P,” zu verbinden. Der positive Richtungs- 
sinn des entstandenen parallelogrammatischen Rahmens P,) P,” P,® P, 
ist durch den positiven Richtungssinn von POPS festgelegt. 

Die gleiche Konstruktion wird fiir alle den ungeraden Zahlen uw in 
der Reihe » =1,---,@ entsprechenden Punktquadrupel P,“) (j= 1, ---, 4) 
ausgefiihrt. Die Konstruktionsvorschrift fir die geraden w unterscheidet 
sich von der angegebenen nur dadurch, daB in ihr durchgiingig die Worte 


Den Endpunkt von —i-—-, deren Anfangspunkt P,™ ist, bezeichne 








Prymsche Funktionen. 31 


,oberes“ und ,unteres“ Blatt vertauscht erscheinen. Keiner der Strecken- 
zige P,P, P,P, (u=1,---,@) hat mit a, einen Punkt gemein. 

2. Die Strecke a, mache man zur einen Seite des zum Periodenpaar 
a,, 6, gehérigen orientierten Rahmens $,; die Seite b, = 6; + i(6,;'+ 2an,) 
wird, durch passende Verfiigung iiber m, in Riicksicht auf die ihr bereits 
auferlegten Einschriankungen, so angenommen: §,, ins obere Blatt pro- 
jiziert, schneidet, von der zuerst fixierten Seite a, abgesehen, keinen der 
Streckenziige PP,“ P,™ P, P, (uw=1,---, @), letztere ebenfalls ins obere 
Blatt projiziert gedacht. Das ist immer mdglich. 

Die so entstandenen (9 + 1) parallelogrammatischen Rahmen begrenzen 
ein Gebiet Q, von folgender Eigenschaft: Das Innere von Q, liegt zur 
Linken der positiv durchlaufenen Begrenzungskurven und enthiilt keinen 
unendlich fernen Punkt von Q. Q, besitzt im Inmern und auf der Be- 
grenzung insgesamt 29 einfache Verzweigungspunkte und ist (9+ 1)-fach 
zusammenhiingend. Die letzte Tatsache ergibt sich daraus, dab das Gebiet 
entsteht durch sukzessives Aneinanderheften einfach zusammenhingender 
Gebiete; und zwar erfolgt das Aneinanderheften jeweils lings zweier voll- 
stindig getrennter Begrenzungsstiicke zugleich. 

3. Die noch iibrigen Periodenpaare a,41, by 41; +++, Gp-1, 6p-1 fiihren 
infolge der getroffenen Wahl der m,,,, ™,,1; + zu schlichten orientierten 
Parallelogrammen $,,,,--- von positivem Flicheninhalt. Man versieht 
¥,,, und Q, je mit einem geradlinigen Schnitt, die beide weder mit einer 
Begrenzungskurve noch mit einem Verzweigungsschnitte von P41 und Q, 
einen Punkt gemein haben und von gleicher Linge sind. Kreuzweises 
Verschmeizen dieser Ufer liefert das (9g + 2)-fach zusammenhingende Ge- 
biet Q,. Durch entsprechende sukzessive Verwendung von $,,,,--- ent- 
steht das pfach zusammenhiingende Gebiet S mit 2p — 2, einfachen Ver- 
zweigungspunkten. S ist Uberlagerungsfliche eines ganz im Endlichen 
gelegenen Gebietes der W-Ebene und definiert durch seine jeweiligen 
Ortsuniformisierenden und seine Begrenzung eine Riemannsche Filiiche S 
(im weiteren Sinne). 

Mit Hilfe des Dirichletschen Prinzips konstruiert man auf dieser 
Fliche eine Funktion Z der komplexen Veriinderlichen W von folgender 
Eigenschaft*): 


1. Z ist, von einer endlichen Anzahl von Polen abgesehen, inner- 
halb S und auf dessen Begrenzung regulir analytisch; 

2. Z besitzt innerhalb S mindestens einen Pol; 

3. je zwei Funktionselemente Z(W), die zu entsprechenden Punkten 
paralleler Begrenzungslinien gehéren, stimmen tiberein. 


*) Wegen der Einzelheiten des Existenzbeweises siehe § 7 a). 
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In bekannter Weise zeigt man: Die Anzahl der Stellen auf S, in 


denen Z irgendeinen festen Wert annimmt, ist stets dieselbe. oF 
Funktion von Z betrachtet, eine algebraische Funktion vom Geschlecht p 
und definiert demgemi8 eine geschlossene Riemannsche Fliche vom Ge- 
schlecht p; auf 7 ist W(Z) ein Abelsches Integral erster Gattung der 
gewiinschten Beschaffenheit. Auf 7 existiert demgemaB eine allenthalben 
endliche multiplikative Funktion W,, die zur vorgegebenen Nicht-Prym- 
schen Charakteristik gehért. 

Das Riemannsche Gebiet S definiert bekanntlich*) durch seine Ver- 
zweigungsart (genauer: durch die Lage von 2p — 3 seiner Verzweigungs- 
punkte) und durch die Werte von p der Periodizititsmoduln a,, 6, eine 
Klasse algebraischer Funktionen vom Geschlechte p; und auf jeder Rie- 
mannschen Fliche der Klasse existiert (bei geeigneter Zerschneidung) zur 
gegebenen Nicht-Prymschen Charakteristik eine multiplikative Funktion. 

Man gelangt zu anderen Klassen algebraischer Funktionen bzw. Rie- 
mannscher Flichen, sobald man etwa, unter Festhaltung der 2p — 2 Ver- 
zweigungspunkte von S und der iibrigen? Periodizitiitsmoduln a,, b,, nur 
6, andere Werte erteilt; dies hat so zu geschehen, daB wiederum Gebiete S 
entstehen. Betrigt die Anderung ein Vielfaches von 22i — und solche 
Anderungen sind in beliebiger Anzahl méglich —, so gehért auch auf 
jeder Fliche 7 der neuen Klasse zur fraglichen Nicht-Prymschen Charak- 
teristik eine multiplikative Funktion. 

Umgekehrt gibt es (unendlich viele) Klassen, in denen eine Nicht- 
Prymsche Charakteristik sicher keine allenthalben endlichen, multiplika- 
tiven Funktionen besitzt. Tatsiichlich bilden ja alle tiberhaupt méglichen 
zur Charakteristik gehérigen Gebiete S nur eine (2p — 3)-parametrige 
Teilschar der (3p — 3)-parametrigen Mannigfaltigkeit von allgemeinen Ge- 
bieten S bzw. von Klassen algebraischer Funktionen. 

Damit ist die behauptete Umkehrung des Eindeutigkeitssatzes in ihrem 
ganzen Umfange bewiesen. 


ist, als 


§ 2. 
Ein weiteres Charakteristikum fiir die Prymschen Funktionen 
1. Ordnung. 


Neben dem Eindeutigkeitssatz bedienen sich die Herren Prym und 
Rost eines zweiten, fiir die Theorie fundamentalen Theorems**), das sich 
so formulieren laBt: 


*) Riemann, |. c., 8. 121. 
**) Prym-Rost, l.c., I Teil, S. 170—173. 
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Sind bei gegebener Prymscher oder ausgezeichneter Charakteristik die 
additiven Perioden ©, an den Schnitten ¢, und die zu uneigentlichen Fak- 
torenpaaren gehirigen Perioden U, siimtlich Null, so wird fiir jede be- 
liebige Riemannsche Fliche T durch eine willkiirliche Konstante C die all- 
gemeinste zur Charakteristik gehorige, auf der ganzen Fliéche T reguliir- 
analytische Funktion reprisentiert. Die Richtigkeit ergibt sich ebenfalls an 
der Hand der Formel (I) in § 1.*) 

Das Theorem ist in gewissem Sinne eine Verallgemeinerung des Ein- 
deutigkeitssatzes des § 1. Letzterer reicht weiter, insofern seine Giiltigkeit 
nicht auf analytische Funktionen beschriinkt ist, sondern sich auf Potential- 
funktionen erstreckt.**) Demgegeniiber gilt der erstere Satz fir allge- 
meinere Randbedingungen. Beiden gemeinsam ist, véllig unabhiingig von 
dem speziellen Charakter der jeweils vorliegenden Riemannschen Fliche 
zu gelten. Es liegt daher nahe zu untersuchen, ob die Prymsche Modul- 
bedingung fiir die Giiltigkeit auch des obigen Theorems nicht nur hin- 
reichend, sondern notwendig ist. In der Tat gilt folgende, den in § 1 ge- 
wonnenen Satz als speziellen Fall enthaltende, 

Umkehrung: Sind bei gegebener Nicht-Prymscher Charakteristik die 
additiven Perioden ©, und die zu uneigentlichen Faktorenpaaren gehirigen 
Gripen A, siimtlich gleich Null angenommen, so existiert mindestens auf 
einer Riemannschen Fliche T vom Geschlecht p eine zu den so definierten 
Randbedingungen gehirige, auf ganz T regulir-analytische Funktion W, die 
keine Konstante ist. 

Den Beweis fiihrt man wieder durch Konstruktion eines (den ge- 
gebenen Randbedingungen entsprechenden) Fundamentalbereiches. 

Eine Funktion W der in Rede stehenden Art bildet die Flaiche 7’ 
(vgl. § 1) umkehrbar-eindeutig und konform ab auf ein pfach zusammen- 
hiingendes, von p in sich geschlossenen parallelogrammatischen Rahmen be- 
grenztes, ganz im Endlichen gelegenes Gebiet. Die Bezeichnung ,,parallelo- 
grammatisch® ist dabei in weiterem Sinne als friiher gebraucht; in der 
Tat sind jetzt zwei ,gegeniiberliegende“ oder ,,entsprechende“ Seiten (bzw. 
Punkte) eines solchen Rahmens im allgemeinen nicht mehr vermége einer 
Translation, sondern vermége linearer Transformationen der Form 
W*=AW- +4 (A+ 1) 
einander zugeordnet. 

Jedes Bedingungenpaar, welches einen in sich geschlossenen Rahmen 
liefert und dessen Faktoren zuniichst beide eigentlich sein sollen, ist definiert 
durch die Beziehungen 


*) Prym-Rost, l. c., I. Teil, 8. 170—173. 
**) Vgl. S. 27, FuBnote **). 
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W*=AW-+%, Wt=BW-+8, (1—4)B—(1—B)X=0, 


A=cttie Bm of tif", 


tiber «”, 6”, die nur bis auf Vielfache von 22 bestimmt sind, behalt man 
sich weitere Verfiigung bez. dieser Vielfachen vor. Setzt man demgemiB 

= w B 

W=W-—W,, W——j~i_» 
so schreiben sich die Substitutionen in der Gestalt 

W*=AW-, Wt=BW-. 
Bildet man die W-Ebene vermige 
U = log W 
konform auf eine U-Ebene ab, so erhalt man entsprechend das Substi- 
tutionenpaar 
Ut=U-+a+ia", Ut=U-+ f+ ip”. 

Die Prymschen Faktorenpaare spielen demnach im vorliegenden Falle die 
nimliche Rolle wie in § 1 die Paare rein imaginiirer Perioden des Abel- 
schen Integrals. Man wird deshalb auch hier versuchen, mit den von 
Nicht-Prymschen Faktorenpaaren gelieferten parallelogrammatischen Rahmen 
positiven Flicheninhalts gewisse, Prymschen Faktorenpaaren entsprechende, 
Rahmen nach der Methode des § 1 zu verschmelzen. 

Es gibt, wie die logarithmische Abbildung lehrt, in der W-Ebene zu 
einem gegebenen Nicht-Prymschen Faktorenpaare stets parallelogrammatische 
Rahmen, die Flichenstiicke positiven Inhalts wmspannen. Um dies zu pri- 
zisieren, muB man jeden Rahmen orientieren, d.h. ihm einen bestimmten 
Umlaufsinn beilegen. Den iiber den positiven Umlaufsinn des Schnitt- 
paares a,b auf 7 getroffenen Festsetzungen*) entspricht der folgende 
(positive) Umlaufsinn eines Rahmens der W- bzw. U-Ebene: Man geht 


von einem Punkte W, aus lings eines Weges zuniichst nach W, = =i , 
von W, nach W,,= =n re, von da nach W,= “is, schlieBlich 
nach W, zuriick. Das Innere des durch den Rahmen bestimmten Gebietes 
liegt bei Durchlaufung im positiven Sinn zur linken Hand. Der zugehérige 
Flacheninhalt ist positiv, wenn das Innere den Punkt W, und den unend- 
lich fernen Punkt der W-Ebene nicht enthiilt. 

Die Uberlegungen gelten unveriindert fiir den Fall, daB einer der 
Faktoren A, B den Wert 1 hat; es ist dann eben U—O bzw. B= 0. 

Nach diesen Vorbemerkungen teile man die p Substitutionenpaare, 
aus denen die vorgelegte Charakteristik sich zusammensetzt, in drei Klassen: 


*) Prym-Rost. 1. c., I. Teil, S. 93. 
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1. Prymsche Substitutionenpaare 
Wt=A,W-+%,, Wt=B,W-+8,, 


A= 1,2,---51 OStSp—1) [W.?= =p]. 





2. Uneigentliche Substitutionenpaare 
Wt=W'+%,, W'=W'+8,, 
u=l+1,---,l+m (Olm<p—1—l)). 
3. Nicht-Prymsche Substitutionenpaare 
Wt*=AW-+%, Wt=BwW-+8,, 


y=l+m+1,---,p [ w= ea 

Um den gesuchten Fundamentalbereich zu bilden, greife man zu- 
nichst das p. Paar von Substitutionen heraus, das der Voraussetzung zu- 
folge sicher ein Nicht-Prymsches ist. In der Bildebene U = log ( W — W,?)) 
bestimme man einen parallelogrammatischen Rahmen ®,, dessen Seiten 
Strecken von gleicher Linge und Richtung wie «, + ia,’, 6; + iB, sind. 
Hierbei sei etwa a, +0. Uber die noch arbitriren Vielfachen von 22 in 
«,, B, sei so verfiigt, daB 0 < a) < 2” und daB der im oben festgelegten 
Sinn orientierte Rahmen (in der U- oder in der W-Ebene) positiven 
Flicheninhalt besitzt. 

Sodann teile man R, in 1+ m+ 2 Teile und zwar durch 1+ m+1 
Parallelen zur imaginiiren Achse der U-Ebene, die weder durch einen Eck- 
punkt des Parallelogramms gehen, noch eine der Seiten 6, + i,’ treffen; 
8, kann, unter Beriicksichtigung der bereits gemachten Festsetzungen, so 
gewihlt werden, dab die durch ®, auf den eben gezogenen Parallelen be- 
grenzten Strecken gréBere Linge als 52 besitzen. Die so entstandenen 
1+ m Teile, welche nicht durch eine der Seiten 6; + %8,’ begrenzt wer- 
den, seien ¢, (j=1,---,1+m). 

Jedem der ¢, entspricht in der W-Ebene ein durch zwei konzentrische 
Kreisbogen (mit W,”) als Zentrum) und zwei andere, einander entsprechende 
Kurvenbogen (ev. auch Strecken) gebildeter Rahmen. Das Bild des ganzen 
Parallelogramms der U-Ebene ist schlicht, einfach zusammenhiingend, aber 
mehrbliatterig tiber der W-Ebene ausgebreitet. 


1. Je einer der Teile t, (A=1,---,1) lait sich mit je einem durch ein 
Prymsches Substitutionenpaar gelieferten Rahmen im wesentlichen nach der 
gleichen Methode wie in § 1 verschmelzen. 


Am einfachsten sieht man dies so ein: Es ergeben sich aus 
W*=—A,W-+%,, W*=—B,W~+%, und U,— log (W— W,®), 
3° 
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vermége der Abbildung U, = log (W— W,”), die neuen Beziehungen 


Ce ag (4) 

Uy = Ur + a + ia, + log (1 + ewe usw., 
und : “ 

: w,?)— w, 
ttt dad tog (1 + WW, ): 

Dabei ist 

Uj = log (W*— W,), Uz=log(W-— W,), a, + 0. 
Za jeder (beliebig kleinen) positiven GréBe 6 existiert demnach eine 
positive GréBe F,(d), so beschaffen, daB an Stelle der Transformationen 
der W-Ebene 

W*=— A,W~ + Y,, usw. 


die Transformationen der U,-Ebene 
Uj= Ur+a,+iasg+y, US= UrF+6,4+ 16+ 

treten, wobei |y|< 0d, |&| <d und iiberdies in U; = U, + € auch |f| <4 
ist, sobald |W~| > R,(d) (der Arcus von y, # und € kann ja, fiir hin- 
reichend grobe |W), stets beliebig klein gewihlt werden). Durch geeig- 
nete Parallelverschiebung des oben gewonnenen Rahmens ®, in der U,- 
Ebene 1aBt sich stets erreichen, da fiir alle Punkte im Innern und auf 
der Begrenzung des entsprechenden Rahmens der W-Ebene |W > R,(0) ist. 

Mit R(d) bezeichne man das Maximum der Zahlen R,(d) (A4=1,---,1). 
Man nehme @ so klein, daB auch die Bilder der ¢, in den U,-Ebenen die, 
oben durch passende Wahl von §, garantierten, Eigenschaften der t, 
aufweisen, sobald |W~|> R(d); insbesondere sollen die Bilder der ¢, in 
ihrem Innern zur imaginiren Achse der U,-Ebene parallele Strecken von 
gréBerer Linge als 52 aufnehmen kénnen. Dies vorausgesetzt, laBt sich, 
unter Zuhilfenahme der Abbildung U, = log (W— W,"), auf ¢, und das 
Substitutionenpaar W*=— A,W~+ YU, usw. die (S. 30, Ziff. 1) gegebene 
Konstruktion anwenden. Ebenso verfihrt man sukzessive fiir 4 = 2,3,---,/ 
und erhilt schlieBlich ein (1+ 1)-fach zusammenhingendes, der W-Ebene 
tiberlagertes Gebiet Q,, welchbes zur Linken der verwendeten orientierten 
Rahmen, und zwar ganz im Endlichen, gelegen ist und von ihnen voll- 
stiindig begrenzt wird. 

2. Die uneigentlichen Substitutionenpaare erfordern gesonderte Betrach- 
tung nur, soweit sie zu orientierten Parallelogrammen: a) verschwindenden, 
b) negativen Flécheninhalts AnlaB geben. 

a) Der Flacheninhalt ist dann und nur dann Null, wenn entweder die 
Perioden &, B beide den gleichen Arcus (0 < are U < 2a, 0 < arc B < 22) 
besitzen, oder wenigstens eine von beiden, etwa YU, Null ist. Um hier die 
Konstruktion zu erméglichen, ersetze man in der W- Ebene einen der beiden 
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Kurvenbogen, welcher zur Begrenzung eines der ¢, (u=/+ 1,---,/ +m) und 
gleichzeitig zur Begrenzung von i, gehért, durch einen Linienzug, ge- 
bildet aus Kreisbogen (mit W,‘”) als Zentrum) und Strecken; letztere 
sollen, geniigend verlingert, durch W,) gehen und mindestens eine, s,, 
soll nicht den gleichen Arcus wie %, besitzen. Bei Durchlaufung des 
Linienzuges sollen |W— W,”)| und are (W— W,) sich monoton dndern. 
Zugleich laBt sich ¥,, unter Beriicksichtigung der bereits getroffenen Fest- 
setzungen, so wiihlen, daB der absolute Betrag der Strecke s, gréBer als 
2(|%H,,!+|B,|) gemacht werden kann, wihrend ein tiber s, errichteter 
Halbkreis ganz dem Innern von ¢, angehért. 

Nunmehr ist die Methode des § 1 (Ziff. 1), unwesentlich modifiziert, 
wiederum anwendbar, sobald der erstere Fall vorliegt, dh. &, B, beide 
von Null verschieden sind. 

Liegt hingegen der zweite Fall vor, ist also fiir einen Wert von u 
eine der Perioden, etwa U&,, Null, so legt man den einen Endpunkt der 
nach GréBe und Richtung gegebenen Strecke 8, in den Mittelpunkt 
von s,; zugleich richtet man es ein, daB alle iibrigen Punkte von 8, 
innere Punkte von ¢, sind. Um den zweiten Endpunkt von 8, wird 


a? 


. : ; 1 ‘ ; 
sodann ein Kreis K,“) vom Radius r, < = | 8,,| geschlagen, dessen Peripherie 


ebenfalls nur aus inneren Punkten von ¢, besteht. Mit r, wird auBerdem 
ein Kreis K,“) um den ersten Endpunkt von 8, geschlagen. Man versieht 
die W- Ebene mit zwei véllig getrennt verlaufenden Schnitten, deren jeder 


ll a 
St ie) ae oe 


~ ™— 
/ “ 
&S, fon 
Fae, a ‘\ 7) 
f =» Ke 
a - 
oo! ; 





Fig. 2. 


s, sowohl als K,“) je nur in einem einzigen Punkt schneidet (— diese 
Schnittpunkte sollen simtlich voneinander verschieden sein —), im iibrigen 
mit %, nur innere Punkte von K,“) gemein hat. Die nimliche Konstruktion 
wird fiir eine zweite W-Ebene durchgefiihrt; beide Blatter werden (ahulich 
wie in § 1) miteinander verschmolzen (vgl. Fig. 2). Derjenige Teil der 
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Begrenzung, welcher dem betrachteten, uneigentlichen Substitutionenpaare 
entspricht, besteht dann aus den beiden Kreisen K,“) und K,™). 

b) Ist fiir einen Wert von mw der Inhalt des durch U,, B,, gelieferten, 
orientierten Rakmens $$, negativ, so konstruiere man diesen zunichst. So- 
dann denke man sich f{, so angenommen, da ¢, einen Kreis vom Radius 
|M,| + |%,| ganz im Innern enthilt. Dies ist unter Beriicksichtigung der 
bereits gemachten Annahmen stets méglich. Das obige Parallelogramm $, 
findet im Innern dieses Kreises vollig Platz, womit die Konstruktion gegeben ist. 

3. Die Hinzunahme der iibrigen etwa vorhandenen uneigentlichen Sub- 
stitutionenpaare, deren zugehdérige orientierten Parallelogramme positiven 
Fliicheninhalt haben, sowie der weiteren Nicht-Prymschen Faktorenpaare er- 
folgt nach der Methode des § 1, (S. 31, Ziff. 3). 

Fiir das so gewonnene, der W-Ebene iiberlagerte, ganz im Endlichen 
gelegene Gebiet Q konstruiert man mit Hilfe des Dirichletschen Prinzips*) 
eine Funktion Z(W), welche simtliche in § 1, 8.31 geforderten Eigen- 
schaften 1., 2., 3. besitzt. Aus der Existenz dieser Funktion folgt die Be- 
hauptung. Die weiteren, hier anschlieBenden, Fragen (vgl. § 1 SchluB) bleiben 
an dieser Stelle unerértert. 


§ 3. 
Der Hurwitzsche Eindeutigkeitssatz und seine Umkehrung. 


Die Prymschen Probleme sind als spezielle Fille des sogenannten 
Riemannschen Problems anzusehen, insoferne nimlich alle in Betracht 
kommenden Funktionen zur gegebenen Riemannschen Fliche relativ un- 
verzweigt sein sollten. Die Prymschen Probleme haben nur fiir p>1 
einen Sinn. Geht man auf die allgemeine Riemannsche Fragestellung zu- 
riick und beschrinkt die Betrachtung von vorneherein auf Probleme 1. Ord- 
nung und auf analytische Funktionen, so ergibt sich nachstehende, von 
Hurwitz**) eingehend behandelte Aufgabe: Gegeben sei die Riemannsche 
Fliche T vom Geschlecht p und auf ihr eine endliche Anzahl n von Punkten 
2,,°:+ 2%, (die sogenannten Stigmata). Des weiteren sei T durch die 
3p +n Schnitte a,,b,,c,, (v=1,--p) und 1, (o—1,---,n) in die einfach zu- 
sammenhiingende Fiche T” verwandelt. Dabei sind die a,, b,, ¢, die in 
§ 1 eingefiihrten Schnitte, 1, (o—1,---.,n) von P, ausgehende nach 2, ge- 
zogene Schnitte, die — auBer P, — weder mit den a,, b,, c, noch unter- 
einander Punkte gemeinsam haben. Gesucht werden Funktionen F(z) der 
komplexen Veriinderlichen z, die 


*) Vgl. wegen der Einzelheiten § 7 a). 
**) Hurwitz, A., Algebraische Gebilde mit eindeutigen Transformationen in sich 
(Math. Ann. 41 (1893)), insbes. S. 431. 
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1) von Polunstetigkeiten und von den Stellen &, (6o=1,---,n) abgesehen, 
auf T reguldr analytisch, auf T” iiberdies eindeutig sind. 
2) bei analytischer Fortsetzung iiber einen der Schnitte a,, b,, ¢,, 
Ll, (v=1,---,p;6=1,---,n) hiniiber bew. die Substitutionen erleiden 
Ft=—A,F- +%U, ana 
Ft=B F-+8, and : ;, 
F*t=m= F-+€ ane ew ee ee ee 
FteL,F-+2%, anil 
3) folgende LEigenschaft besitzen: In der Umgebung von &, bleibt 


2 

t ¢ (F — iz) endlich, eindeutig und von Null verschieden, wenn 6, eine 
o 
passend gewiihlte Konstante bedeutet und t, eine zu &, gehdrige Ortsuni- 
formisierende*) ist. 
Ebenso wie in § 1 ist an den Schnitten c, der Faktor C, = 1 zu setzen. 
Da nimlich F fiir jedes y= 1,---,p im gemeinsamen Punkt P, von 
a,, b,, c, relativ zur Flache 7 unverzweigt und endlich sein soll und da 
keiner der Schnitte einen Verzweigungspunkt enthilt, so ist in P, auch 
— regulir. Daraus folgt aber A,B,C,A,~'B,-'=1 d. h. C,—1. Ebenso 
ergibt sich 
L, Iy+++L,=1, 

ferner 

A (1—B,) —B,1—A,) =&,, v= 1,---,p, 


p n—-1 n 7 
+o+> 2, ( [] 2.) +8.-° 
v=1 g=1 “=etl 
Fir L,=1 (o=—1,---,p) hat man in den 2, héchstens logarithmische Un- 
stetigkeiten, ein Fall, der im folgenden auBer Betracht bleibt. Die Gesamt- 
heit der A,, B,, L, heiBe wieder die Charakteristik des Problems. Ent- 
sprechend wird eine Funktion, die den homogenen Randbedingungen 2) 
geniigt und die Bedingungen 1) und 3) erfiillt, multiplikativ genannt. 
An Stelle des Prymschen Eindeutigkeitssatzes tritt im vorliegenden 
Fall, wenigstens soweit es sich wm analytische Funktionen handelt, der Ein- 
deutigkeitssatz von Hurwitz. Dieser gibt die notwendigen und hinreichen- 
den Bedingungen dafiir, daB zur Charakteristik eine allenthalben endliche, 
analytische, multiplikative Funktion auf vorgegebener Fliche 7’ existiert. 
Unter einer allenthalben endlichen Funktion versteht man nach Hurwitz 
eine soleche, die innerhalb von T” und auf dessen Begrenzung keine Pole 
besitzt, insbesondere also in jedem der Punkte &, (6=1,---,n) von endlicher, 
nicht negativer Ordnung verschwindet. Die Ordnung des Verschwindens ist 


*) Weyl, lc, S. 34. 
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fiir die Stigmata folgendermafen definiert: Setzt man L,=e~****« (6—1,-~,%), 
wobei 0 < R(x,) <1 [R(x,) bedeutet den reellen Teil von x,], so wird 
der Eigenschaft 3) zufolge d, = 6, +, fiir eine multiplikative zur Cha- 
rakteristik gehérige Funktion eine reelle ganze Zahl sein. d, ist die Ord- 
nungszahl des Verschwindens im Punkt 2,,. 

Der Hurwitesche Eindeutigkeitssatz \iBt sich nun*) so aussprechen: 
Damit auf einer Riemannschen Fliche T eine allenthalben endliche multipli- 
kative Funktion F zu einer gegebenen Charakteristik existiert, ist «) not- 
wendig, daB alle Faktoren L, (6 =1,---,n) reell sind, B) hinreichend, dap 
a) erfiillt ist und die gegebene Charalteristik tibereinstimmt mit dem System 
der Falktoren einer Funktion e“, wo W ein Integral dritter Gattung der 
Fiche T bedeutet, dessen Perioden an den Schnitten 1, siimtlich reell sind. 

Die Bedingung «) ist invariant gegeniiber der Gruppe der Analysis 
situs; mit andern Worten: zu einer Charakteristik, deren Faktoren L, nicht 
sdimtlich reell sind, gibt es keine einzige Fliche T, auf welcher eine 
allenthalben endliche Funktion F existiert, wie im iibrigen auch die Quer- 
schnitte und Stigmata gewdhlt sind.**) 

Folgende Umkehrung ist richtig: sieht man von dem (in § 1 erledigten) 
Fall L,= 1 (6=1,---,n) ab, so gibt es zu jeder Charakteristik mit durchweg 
reellen Faktoren L, immer Flichen T, auf denen, bei passender Wahl 
der Stigmata, allenthalben endliche, multiplikative Funktionen existieren. 

Der Beweis wird — analog wie in §§ 1, 2 — gefiihrt durch Kon- 
struktion eines Abelschen Integrals 3. Gattung vom Geschlecht p mit, bis 
auf ganze Vielfache von 227i festgelegten Perioden U,, B, (v—1,---,p) und 
mit gegebenen Perioden 2, (6=1,---,n) welch letztere simtlich rein imaginir, 


von Null verschieden und durch die Bedingung »>'8, = 0 verkniipft sind.***) 
a=1 

Zuerst verschafft man sich ein der W-Ebene tiberlagertes Gebict, 

welches die charakteristischen Eigenschaften des Bildes S einer Riemann- 

schen Fliche 7 bzw. der zerschnittenen Fliche 7” aufweist und zwar des 


*) Wobei der triviale Fall p= 0 unberiicksichtigt bleiben mag. Vgl. indessen 
Hurwitz, 1. c., 8. 433, FuBnote. 

*) Im Falle L,—1 (o=—1,---,n) tritt an Stelle von «) die Prymsche Modul- 
bedingung. Bezeichnet man auch im Falle L,=+-1 eine Charakteristik als Prymsche, 
sobald siimtliche Faktoren A,, B,, L, vom absoluten Betrag 1 sind, so folgt: Die 
Prymschen Charakteristiken erfiillen die Bedingung «) nicht, erschépfen aber auch 
nicht die Gesamtheit der Charakteristiken, fiir die a) nicht befriedigt ist. 

***) Statt des Integrals dritter Gattung kann man auch direkt die gesuchte multi- 
plikative allenthalben endliche Funktion F’ bzw. das durch sie vermittelte Bild von 7” 
betrachten. Der im Text eingeschlagene Weg erscheint etwas einfacher, da hierbei 
das Auftreten von festen Ecken und Spitzen umgangen wird. 
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Bildes, vermittelt durch ein Integral 3. Gattung der gewiinschten Beschaffen- 
heit.*) Man kann sich auch hier auf Gebiete beschriinken, die ganz im 
Endlichen gelegen sind. Das gesuchte Integral W(z) gestattet nimlich in 
der Umgebung eines Stigmas 2, bzw. z= 2, (6=1,---,m) der zugehérigen 
Fliche 7 die Darstellung 


W(z) = &, log (¢,) + B(t,) = &, log [w,(t,)]. 


Dabei ist ¢, die zum Stigma z = z, gehérige Ortsuniformisierende auf 7, 
ferner 


1 
w,(t,) =, B(t,), wobei B(t,) = e% * 


? 


eine in der Umgebung von z =z, regulir analytische, fiir ¢, = 0 von 1. Ord- 
nung verschwindende Funktion in ¢,; das Verhalten von W(z) in der eben 
bezeichneten Umgebung von z, ist durch w,(t,) véllig bestimmt. Wihrend 
nun W(z) die Umgebung von 2, auf einen, bis zum unendlichen fernen 
Punkt W,, der W-Ebene sich erstreckenden Paralleistreifen p, ein-eindeutig 
und konform abbildet**), erscheint die gleiche Umgebung vermége w,—w,(t,) 
ein-eindeutig und konform bezogen auf ein ganz im Endlichen gelegenes, 
den Punkt w,—0O im Innern enthaltendes, einfach zusammenhingendes, 
Gebiet G, der W,-Ebene. Die inverse Funktion ¢,(w,) baw. z(w,) ist in 
G, regulir analytisch. 

Die oben gemachte Bemerkung, daB durch w,(t,) auch W(z) in der 
Umgebung des Punktes 2, véllig bestimmt ist, besagt also: die Umgebung 
von W,, soweit sie in p, enthalten ist, laBt sich — fiir die gegenwirtigen 
Zwecke — ersetzen durch das ganz im Endlichen gelegene Gebiet G,. 

Auf Grund dieser Vorbemerkung erhalt man 

1) ein Teilgebiet S, des zu konstruierenden Bildbereiches S folgender- 
mafSen: man markiere in einer z-Ebene » im Endlichen gelegene, voneinan- 
der verschiedene Punkte z, (o=1,--.,n) (Stigmata) und bilde mit den ge- 
gebenen (rein imaginiren) GréBen &, (o—1,---,n) die Funktion 


— 


W (2) = log | T Je—z% . 


Lo=l = 


Wegen >’ &, = 0 gehért der P,, der 2-Ebene nicht zu den Stigmata. Um 
o=1 

die Stigmata z, schlage man Kreise K, mit so kleinen Radien r,, dab die 

K, vollig getrennt verlaufen und da in ihrem Innern, sowie auf ihrer 


dw, ‘ 
Begrenzung, eld + 0 ist, wenn 


*) Vgl. Klein, Vorlesungen iiber Riemannsclie Flichen, I. Teil, 8. 85 ff. 
**) Klein, 1. c. 
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=n Lo 

Ww, -“ : (2 si £,) fo 
. i 

gesetzt wird. 


Von einem ganz auBerhalb der K, aber im Endlichen gelegenen 
Punkt P, der z-Ebene wird nach K, (6=—1,---,n) der Querschnitt J, ge- 
zogen. |, hat mit K, nur einen Punkt gemein, mit den tibrigen Kreisen 
K, keinen einzigen, mit den tibrigen Schnitten J, (g=1,---,6—1,6+1,--.,) 
nur den Punkt P,. Die K, und die J, bilden die volle Begrenzung eines 
einfach zusammenhiingenden Gebietes der z-Ebene. Dessen Bild S, in 
der W-Ebene, vermittelt durch 


W = log | IT (2 — “| ’ 


_og=l1 


. 


ist wiederum einfach zusammenhingend und Uberlagerungsfliche eines 
ganz im Endlichen gelegenen Teiles der W-Ebene. Je kleiner die Radien 
r, gewaihlt sind, um so niaher erstreckt sich S, in der W-Ebene an W, 
heran. 

Des niheren ,,entsprechen“ die beiden ,,parallelen“ Bildkurven eines 
Schnittes 1, einander punktweise in der Art, daB — beide in die W-Ebene 
projiziert gedacht — die eine von ihnen aus der andern durch die (reelle) 
Parallelverschiebung 22i%, hervorgeht. Der Umlaufsinn der Begrenzung 
ist wiederum so gewihlt, daB bei positiver Durchlaufung das Gebiets- 
innere zur Linken liegt. 

Um auch fiir das Innere der Kreise K, im Endlichen gelegene Bild- 
bereiche zu erhalten, schlage man um die ZX, (o=—1,---,n) Kreise K, mit 
solchen Radien 7,(7,>r,), daB auch die *, die oben von den r, geforderten 


Eigenschaften aufweisen und daB K, den Querschnitt J, nur in einem einzigen 


Punkte trifft. Das Innere des Kreises K, (und damit auch des Kreises K,,) 
der z-Ebene wird dann vermége 


Q =n x, 
w,=| J (¢—42,)*o 
1 


o= 


‘ 


ein-eindeutig und konform abgebildet auf ein ganz im Endlichen gelegenes, 
einfach zusammenhingendes, den Punkt w,—0 enthaltendes Gebiet G, 


einer w,-Ebene. Dem von K, und K, gebildeten Kreisring der 2-Ebene 
entspricht ein Ringgebiet R, der w,-Ebene. Durch das im Innern von R, 
gelegene Stiick der Bildkurve von J, wird R, in ein einfach zusammen- 
hangendes Gebiet R,’ zerschnitten. Vermige 


W,, = &, log w, 
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entspricht schlieBlich dem R, ein-eindeutig und konform ein einfach zusam- 
menhangendes, ganz zu S, gehériges ,,Viereck“ Vj; zwei seiner Seiten ge- 
héren der Begrenzung von S, an und sind parallel. log w, ist in R; 
regulir analytisch; die Ableitung nach z verschwindet an keiner Stelle. 

Die Gebiete S,, G,, ---, G, zusammen bilden das gesuchte Teilgebiet 
S, in dem Sinne, daB hierbei die beiden, einander punktweise entsprechen- 
den Gebiete R; und V; als véllig aquivalent anzusehen sind: statt Rj; kann 
man V,’ als zu S, gehdrig betrachten und umgekehrt. 


2) Aus den iibrigen, bis auf Vielfache von 2ai gegebenen, Perioden 
U,, B, (v=1,--,p) laBt sich, wie in § 1, ein p-fach zusammenhingendes 
Gebiet S, positiven Flicheninhalts konstruieren, das mit S, in der mehr- 
fach angegebenen Weise zu einem Gebiet S verschmolzen wird. Nimmt 
man zu 8 noch die Gebiete G,,---, G, hinzu, so entsteht der gewiinschte 
Bildbereich S. Dabei war vorausgesetzt, dab die Perioden &,, B, nicht 
simtlich rein imaginir seien. Ist letzteres der Fall, so tritt an Stelle des 
in § 1 verwendeten Rahmens §§, ein geeignet gewihltes Teilgebiet von S,. 
Durch passende Wahl eines Schnittes 1, in der z-Ebene, sowie der r, im 
Rahmen der bereits gemachten Festsetzungen, kann stets erreicht werden, 
daB die weiteren Konstruktionen des § 1 unverindert ausfiihrbar sind. 

Im Gebiet S existiert nach dem Dirichletschen Prinzip*) eine Funk- 
tion zg der komplexen Veriinderlichen W=W’'+iW” bzw. w 
folgenden Eigenschaften: 


» von den 

1) 2 ist, von einer endlichen Anzahl von Polen abgesehen, 
innerhalb S und auf dessen Begrenzung eine regulir analytische 
Funktion. 

2) z besitzt im Innern von S mindestens einen Pol, im Innern 
der G,,--+,G, keinen einzigen. 

3) Je zwei Funktionselemente von z, die zu entsprechenden 
Punkten paralleler Begrenzungsstiicke von S gehGren, sind identisch. 

4) Die Funktionswerte in Punkten von R; baw. V;, die ein- 
ander vermége W,=&, log w, entsprechen, sind gleich. 


Daraus folgt die Existenz von lim z(W,) = z(w,=0). 
W,=2 


Die inverse Funktion von z( W ) fiihrt zum gesuchten Integral 3. Gat- 
tung. Zum Beweise betrachte man eine Folge von Gebieten S, S%, . 
--, S@,---. S ist das urspriinglich konstruierte Gebiet S. Allgemein 
unterscheidet sich die Konstruktion der Gebiete S@™+» und S™ (m=0,1,---) 
dadurch, daB an Stelle der Kreise K™, K™ bzw. der Radien r™, 7”) Kreise 


*) Wegen der Einzelheiten des Existenzbeweises vgl. § 7 b). 
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K+» usw. mit den kleineren Radien r"+9¥ <r, Foet DPM (gimtD cpm +0) 
treten. Endlich sei 
lim 7”) = lim 7”) = 0, 
S@+ enthailt S™ ganz im Innern. 
Aus den Eigenschaften 1)—4) der Funktion z folgt nun 


1’) z besitzt die Eigenschaften 1)—3) in jedem der Bereiche 
S™ (m=0,1,---). 

2°) Zu jeder beliebig kleinen positiven GréBe 7 gibt es eine 
natiirliche Zahl M von der Art, daB die Funktion 2(W) alle 
Werte z,, die den Ungleichungen 4,—2(w,=0)| > (6=1,---,) 
geniigen, innerhalb S“™ ebenso oft annimmt, als 2(W) (innerhalb 
S®) polarunstetig wird, fiir alle m > M. 

3’) Es gibt eine natiirliche Zahl N von der Art, daB alle in 
S) gelegenen Nullstellen von ie zugleich die simtlichen innerhalb 


dz 
aw 
Aus den Eigenschaften 1) mit 4) bzw. 1’) mit 3’) folgt: die durch z= 2(W) 
vermittelten, der z-Ebene iiberlagerten Bilder der Gebiete S™ bilden eine 
Kette von Gebieten 7‘), von denen jedes in allen folgenden enthalten ist. 
Der durch die Kette definierte Kern*) ist die gesuchte Riemannsche 
Flache 7. 

Die weiteren hier anschliebenden Fragestellungen (vgl. § 1 Ende) 
bleiben an dieser Stelle unerdrtert, ebenso die weiteren Méglichkeiten, den 
Hurwitzschen Eindeutigkeitssatz umzukehren. 


S™ gelegenen Nullstellen von liefern, sobald m > N. 


II. Existenzbeweise. 
§ 4. 


Bemerkung zum Existenzbeweis der Prymschen Potentialfunktionen 
1. Ordnung. 


Die Existenz der zu einer Prymschen Charakteristik 1. Ordnung ge- 
hérigen Potentialfunktionen mit gegebenen additiven Perioden bzw. Pol- 
und logarithmischen Unstetigkeiten wird von den Herren Prym und Rost 
unter Heranziehung des Prymschen Modulsatzes nach der Methode der 
sukzessiven Influenzen bewiesen; die Eindeutigkeit ist Folge des Eindeutig- 
keitssatzes.**) Der Existenzbeweis li8t sich auch auf das Dirichletsche 


*) Carathéodory, Konforme Abbildung (Math. Ann. 72, S. 124). 
**) Prym-Rost, l. c., I. Teil, S. 93ff. (5. Abschnitt.) 
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Prinzip griinden, was im folgenden skizziert werden soll.*) Die Betrach- 
tung beschriinkt sich gundchst auf die in 7 allenthalben endlichen Potential- 
funktionen. 

Sei eine Prymsche Charakteristik gegeben und zu jedem der{Schnitte 
a,, b,, c, (v=1,---,p) eime additive Periode U, baw. B,, ©. Die Rand- 
bedingungen, in reellen und lateralen Teil zerlegt, lauten**) am Schnitte a,: 


Ut = AUS —Ay (US +, (0) =A (UY +AU’ 4M 


(8) GA-AG AG) AG) aGS+a(GE) =e 


oy) 4s (sy )—ar(? ie -) 


(ar) — Ase) + AG) 

Entsprechendes gilt fiir b,, c, (v=1,---,p). 
Damit die Randbedingungen widerspruchsfrei sind, ist***) notwendig, daB 
(8) (1— B) UX — BYU; —(1—4)) B. + AV B= C,, 
(1— BU + BY U,—(1 — A;) BY — Ay B= Cy, 


duo, Ye = 


v=1 v=1 


v=1,2,---,p. 


Der von Hilbert, Weyl u. a. betrachtete Fall der ausgezeichneten Charakte- 
ristik ist besonders einfach: einmal, weil bei ihm die Betrachtung einer 
einzigen Konkurrenzfunktion geniigt, sodann, weil bei inmdie zur Normierung 
der Konkurrenzfunktionen verwendeten Konstanten auf die Randbedingungen 
ohne Einflu8 sind. 

Im allgemeinen Prymschen Falle hat man die Summe der Dirichlet- 
Integrale gebildet fiir ein Paar von Konkurrenzfunktionen V’, V" zu be- 
trachten, d. h. 


DV’, ry—Dr= ff ( ((5E)'+ Gr)'+ GE)+ (Gy) aeay. 


Je zwei zusammengehirige Konkurrenzfunktionen V’, V" geniigen den folgen- 


*) Hilbert, Uber das Dirichletsche Prinzip (Math. Ann. 1904); Wey], l.c., S. 79 ff, 
sowie die ebenda zitierte Literatur. Den Ausfiihrungen des Textes ist der Weylsche 
Beweis zugrunde gelegt. Wie Herr Prym mir mitteilt, ist er bei seinen, vor mehr 
als 40 Jahren begonnenen, Untersuchungen ebenfalls vom Dirichletschen Prinzip 
ausgegangen, hat es aber bald verlassen, nachdem er die Unzulissigkeit dieses SchluB- 
verfahrens in seiner alten Form fiir gewisse Probleme erkannt und durch ein einfaches 
Beispiel (Crelles Journ. 73, S. 340—-364; abgedruckt in Prym-Rost, I. Teil, 8. 227 ff.) 
dargetan hatte. 

**) Prym-Rost, 1. c., I. Teil, S. 150. 

***) Prym-Rost, l. c, 1. Teil, 8. 95. 
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den Forderungen: V’ und V” sind in 7”, einschlieBlich der Begrenzung, 
reellwertig und stetig differenzierbar, im Innern von 7” iiberdies eindeutig. 
Die Werte von V’, V” und ihren ersten Ableitungen an den beziiglichen 
Ufern der Begrenzung von 7” geniigen den Bedingungen (S). Das Dirichlet- 
Integral D(V", V"), erstreckt tiber das Innere der Fiiiche 7”, hat einen 
endlichen Wert. 

Der Existenzbeweis*) verliuft so: Es existieren Paare von Konkurrenz- 
funktionen Vi, Vi’ (h=1,2,---), sobald die Beziehungen (S’) bestehen. Die 
Vi, Vi’ werden durch Addition von reellen Konstanten C; bzw. C; derart 
normiert, dab 


22 


2x 
SVi+C dg =0,  [(V+G;)dqy—0,  h=1,2,--. 
0 0 


Die Integrale sind hierbei zu erstrecken iiber die Peripherie eines festen 
z-Kreises**) mit dem Zentrum P, der im Innern und auf seiner Peripherie 
weder Verzweigungspunkte von 7 noch Randpunkte von 7” enthiilt. 
Setzt man 
Vit Q=—u, A+ =u, h=1,2,---, 

so erfiillen die normierten Konkurrenzfunktionen v;,, v, die Randbedingungen 
(S) mit dem Unterschiede, daB die additiven Perioden jetzt bzw. die 
Werte haben 


W, +(1—A,) CO, + Ay Cy, Uy— Ay Cr+ (1—A,) CG)" lingsa, (v—1,---,p). 
Entsprechendes gilt fiir die Schnitte b,; die ©, bleiben ungeiindert. Be- 
deutet d die untere Grenze fiir das Dirichlet-Integral beziiglich der Ge- 


samtheit der Konkurrenzfunktionen v;, %;, so wahlt man die Indizes h 
derart, da8 lim D(v;, v;) =d 
h=o 


Die zur Anwendung des Dirichletschen Prinzips nétigen Beziehungen 
und Ungleichungen bleiben im vorliegenden Fall simtlich in Kraft. Ins- 
besondere nimmt die Levische Ungleichung die Gestalt an 


D(Un—n, Um — U2) S{VDOn, Um) —d + VD(v,, vn) —a}?. 
Demgema8 ergibt sich zuniichst die Existenz eines Paares im Innern von 
T’ allenthalben regularer Potentialfunktionen U’, U". Diese werden ge- 
liefert durch die Grenzwerte 


‘= lim ~ wffeaedy, 0 = lim 5 = ff avay 
h=o * 


dabei sind die Flachenintegrale erstreckt tiber den ganz im Innern von 7” 





*) Siehe Weyl, 1. c., S. 79ff. 
**) Wegen dieser Ausdrucksweise vgl. Weyl, 1. c., S. 80. 
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gelegenen, geniigend kleinen, im iibrigen beliebigen z-Kreis K vom Radius a, 
zu dessen Mittelpunkt der Funktionswert U’ bzw. U” gehért. 

Es eriibrigt zu zeigen, daB U’, U" den Randbedingungen geniigen. Zu 
dem Zwecke*) fasse man einen Punkt P, der Begrenzung von 7” — etwa 
des Schnittes a, — ins Auge, schlage um P, einen zg-Kreis K,, der im 
Innern und auf der Begrenzung keinen Verzweigungspunkt, keinen Punkt 
des zur Normierung verwendeten z-Kreises um P und nur solche Rand- 
punkte von 7” enthalt, die dem Schnitte a, angehéren. K, kann und soll 
tiberdies so klein gewihlt werden, daB seine Peripherie den Schnitt a, 
nur in den beiden Punkten S, und S, trifft. Entsprechend dem + bzw. — 
Ufer von a, zerfallt K, und seine Peripherie in zwei, einfach zusammen- 
hangende Teile. Fiir das Folgende werde der am + Ufer von a, gelegene 
Teil K,* betrachtet; dieser wird begrenzt durch das im Innern von K, ge- 


. y 
legene Stiick a,+ von a,* und den Kreisbogen x, = 8,S,. Ersetzt man 
den Schnitt a,, soweit er im Innern von K, verliuft, durch x,, so resul- 
x 
tiert eine Flache 7’ und ein neues Minimalproblem; der Bogen x, gibt zu 
zwei Ufern x,*+, x,- AnlaB. Paare von normierten Konkurrenzfunktionen 


v,, 0,” des neuen Problems erhilt man vermége folgender Definition: 
x x 
(1) Uy =, 0, = 0, 
x 
fiir alle inneren Punkte und Randpunkte von 7”, die nicht innere Punkte 


von K,* sind und nicht zu den Punkten auf «,+ und x,— gehéren; 


v, = A,’ vo, — A,”"0," + UW! + (1—A,’) C,' + A," C,” 


ar 


(2) 
0, = A,”v, + A, 9," + O"— A," C,) + (l1—A,') 6," 


fiir alle inneren Punkte von K,* und alle auf @,*+ und x,~ gelegenen Punkte. 
Umgekehrt erhilt man hierdurch auch alle Paare von Konkurrenz- 
funktionen des neuen Problems. 
Infolge dieser Definition ist 


x» x 47) . ” 
D(o,’, v, ) = D(x, »,"). 


In der Tat wird durch die orthogonalen Transformationen 


(1) 00, _ Ou BOY _ G0y 
ox 2’ @2 Oa? 
bzw. 
Oo ov, eS vw Ou’ ov, ove 
2) tom A’ — A” —* on A” i + A’ = 
( Cx 1 Ox 102° O02 1 da T 1 02’ 


*) Vgl. Hilbert, a. a. O. 
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(und die entsprechenden Substitutionen fiir die partiellen Ableitungen 
nach y) die quadratische Form 


(se) + (Ge) + (35) + (Ge) 


in sich transformiert. 
x, “ 1 7. * , rr nd 
U lim aa If v, dzdy, lim 5 ff "“dady 
k 


stellen mithin Potentialfunktionen dar, die im Innern von rT’, insbesondere 


also im Innern von K, regular sind. Da ferner U’ lim = off v, daz dy, usw., 


existiert und die Beziehungen (2) bestehen, so ergibt sich fiir irgend ein 
Gebiet im Innern von K,+ 


U’ = A,’ U' — A,”U"+%,' + lim {(1—.A,’) C, + 4,” C,”}, 
h=ax0 

U" = A,"U' + Ay U"+ 9%" + lim (—A," C? + (1—4,)C,"}. 
A=o 


Es folgt also zuniichst die Existenz von lim C,=C’, lim C,” =C”. 
h=o = 


U’— C’, baw. U”— C” sind demgema&8 Potentialfunktionen, die den vor- 
gegebenen Randbedingungen geniigen. Den eben benutzten Beziehungen (2) 
zufolge kénnen namlich U’,U” analytisch tiber a, fortgesetzt werden und 
diese Fortsetzung erfolgt, wie aus (2) erhellt, den Randbedingungen (S) 
gemaB, w. z. b. w. 

Fiir die den Schnitten a, und b, gemeinsamen Punkte gelingt der 
Beweis entsprechend. Die Existenz von Potentialfunktionen, die an vor- 
gegebenen Stellen ron endlicher Ordnung oder logarithmisch unendlich wer- 
den, ergibt sich ganz analog. 

SchlieBlich sei nochmals hervorgehoben, daB durch die Prymsche 
Bedingung |A,|= B,|=1, v=1,---,p d.i. durch die Orthogonalitdt von 
(S) die Anwendbarkeit des Dirichletschen Prinzips bedingt erscheint, im 
wesentlichen deshalb, weil dann der Wert des Dirichlet-Integrals von der 
Art der Zerschneidung der Fliiche T nicht abhdngt. 


§ 5. 
Ubergang von den Potentialfunktionen zu den analytischen 
Funktionen 1. Ordnung. 


Der eingangs des § 2 angegebene Satz der Herren Prym und Rost 
liefert den genannten Autoren einen sehr eleganten Beweis fiir die Tat- 
sache, daB — aufer der Konstanten — zur ausgezeichneten Charakteristik 
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gerade p, zu einer allgemeinen (d. h. nicht ausgezeichneten) Prymschen 
Charakteristik hingegen genau p — 1 linear unabhingige, allenthalben end- 
liche, normierte analytische Funktionen, die sog. allenthalben endlichen Ele- 
mentarfunktionen*), existieren.**) Bei diesem Nachweis wird, aufer von 
dem in Rede stehenden Satze, nur noch von der Tatsache Gebrauch ge- 
macht, daB, abgesehen von der Konstanten, 2p — 2 linear unabhingige, 
allenthalben endliche — und tiberdies keine allenthalben endlichen multi- 
plikativen — Potentialfunktionen zu einer allgemeinen Prymschen Cha- 
rakteristik gehéren. Die in § 2 bewiesene Umkehrung legt es nahe, zu 
versuchen, unter Umgehung des fraglichen Satzes, lediglich aus der Existenz 
der genannten 2p — 2 Potentialfunktionen, die Anzahl allenthalben endlicher 
(linear unabhiingiger) Elementarfunktionen zu bestimmen. Dies gelingt in 
der Tat, wie noch gezeigt werden soll, und zwar ausschlieBlich unter Be- 
nutzung der sogenannten Fundamentalformel.***) Die niimlichen Uber- 
legungen gestatten dann, auch fiir Nicht-Prymsche Charakteristiken die 
Theorie der analytischen Funktionen aus derjenigen der Potentialfunktionen 
zu entwickeln. Ferner erscheint das Verfahren fiir die Fille N. Ordnung 
anwendbar. Es braucht andererseits kaum hervorgehoben zu werden, daB 
der angedeutete Weg dem der Herren Prym und Rost an Kiirze nachsteht. 

Im folgenden sehe man zundichst vom Falle der ausgezeichneten Charak- 
teristik ab und lege der Betrachtung die, in den Prymschen Fillen sicher- 
lich erfiillte, Annahme zugrunde+): Zu jeder in Betracht kommenden Cha- 
rakteristik (die keine ausgezeichnete ist) gehiren 2p — 2 linear unabhingige, 
allenthalben endliche Potentialfunktionen u, (9 =1,---,2p—2), dabei ist von 
der Konstanten stets abgesehen. Eine multiplikative, allenthalben endliche 
Potentialfunktion existiert nicht (Bedingung 1). 

Die genannten 2p — 2 Potentialfunktionen kénnen durch Addition 
passender Konstanten so normiert werden, daB eine bestimmte, zu einem 


*) Prym-Rost, 1. c., I. Teil, 8. 8. Im folgenden ist die Bezeichnung ,,Elementar- 
funktionen“ fiir Funktionen gebraucht, die etwas anders als die Prym-Rostschen Ele- 
mentarfunktionen normiert sind. 

**) Prym-Rost, 1. c., I. Teil, S. 164f. 

***) Prym-Rost, 1. c., I. Teil, 8. 190, Formel (F). 

+) Diese Bedingung ist identisch mit der folgenden: Die lineare, homogene 
Integralgleichung des Problems im Gebiete der Potentialfunktionen besitzt keine 
’ Eigenfunktion (multiplikative, allenthalben endliche Potentialfunktion). Auch fiir den 
Ausnahmefall, daB8 solche Eigenfunktionen existieren, sind die Uberlegungen des Textes, 
unwesentlich modifiziert, anwendbar, sobald man den Zusammenhang zwischen den 
multiplikativen, allenthalben endlichen Potentialfunktionen einerseits wnd den (zur 
gleichen Charakteristik gehérigen) multiplikativen, allenthalben endlichen, analytischen 
Funktionen andererseits klargestellt hat. Auf die hiermit bezeichneten Siitze, die 
fibrigens auch beim Beweise der Existenz zur Charakteristik gehériger Potentialfunk- 
tionen von zentraler Bedeutung sind, hoffe ich an andrer Stelle zuriickzukommen. 
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eigentlichen Faktor, etwa die zu A, +1 gehérige Periode %, stets Null ist. 
In gleicher Weise sollen im folgenden auch alle zur Charakteristik ge- 
hérigen, allenthalben endlichen Elementarfunktionen normiert sein. Man 
beweist zuniichst 

a) Gehdren su einer (nicht ausgeseichneten) Charakteristik insgesamt R, 
zu ihrer konjugiert-komplexen insgesamt R (linear unabhdngige) normierte, 
allenthalben endliche (analytische) Elementarfunktionen, so ist R +R = 2p — 2, 
sobald fiir beide Charakteristiken die Bedingung 1) erfiillt ist. 


2p-2 


Damit eine zur Charakteristik gehérige Potentialfunktion U= a C,Uy 
e=1 


eine (analytische) Elementarfunktion sei, ist notwendig und hinreichend, 
daB die Identitéit besteht 


2p-—3 2p—2 
(J) >“ - i>de tip 
° e=1 e=1 
Die %, bedeuten hierbei. die zu den uw, (g=1,---,2p—2) bzw. konju- 
gierten Potentialfunktionen 
e oy, 0 Uy OU, 
if (— oy dz+ >, dy), o=1,---, 2p—2. 
ToYo 
Nach Voraussetzung gibt es zur Charakteristik insgesamt R linear unab- 
hingige normierte Elementarfunktionen W, (r =1,---, R; R&2p—2), d.h. 
es existieren gerade R linear unabhingige Systeme 


fr) (r) 
a i a yrs 


fiir welche die Identitat (J) besteht. 

Demzufolge lassen sich R der u,, etwa ;,---, 4, durch die W, (r—1,---, R) 
ersetzen und die 2p — 2 Funktionen W,,---, Wr, tr41,°*-, Uep—2 sind 
dann linear unabhingig. Keine lineare Kombination der Potentialfunktionen 
Ur+1,°**, Usp—2 liefert also eine analytische Funktion. Infolgedessen hat 
die Gleichung 


2p-2 Sp-—2 
C,U, = Ct, 
t=R+1 t= R+1 
nur die Lisung 
Cra = Crag =+** = Cop-3 = 0. 


Geht man zur konjugiert-komplexen Charakteristik tiber*), so besagt 
die eben bewiesene Tatsache, daB die analytischen Funktionen 


U,—a,+ it,, ts=R+1,---, 2p—2, 


*) d.h. au derjenigen Charakteristik, deren Faktoren A,, B, die konjugiert- 
komplexen Werte der entsprechenden Faktoren A,, B, der urspriinglichen Charakte- 
ristik sind. 
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linear unabhiingig sind und daB keine der Funktionen U, identisch ver- 
schwindet. Der Querstrich in #,, usw. bedeutet, daB statt u_, usw. die 
konjugiert-komplexen GréBen genommen sind. Es gibt also zur konjugiert- 
komplexen Charakteristik mindestens 2» — 2 — R unabhingige, normierte, 
allenthalben endliche Elementarfunktionen. Ist R die Héchstzahl solcher 
Elementarfunktionen, so gilt demnach 


R>2p—2—R oder R+RE2Qp-2. 


Andererseits hat man in den W,, wie leicht zu sehen, R unabhingige, 
normierte, zur konjugiert-komplexen Charakteristik gehérige Potential- 
funktionen, die zu keiner einzigen analytischen Funktion fiihren und von 
denen keine identisch verschwindet. Da insgesamt zur Charakteristik ge- 
rade 2p — 2 unabhingige normierte Potentialfunktionen gehéren, ist also 
R+R<2p—2. Mithin folgt R+ R= 2p—2, w.z.b. w. 

b) Gehiren zu einer (nicht ausgezeichneten) Charakteristik im ganzen R, 
zur kontragredienten Charakteristik hingegen insgesamt P linear unabhdngige, 
normierte (analytische) Elementarfunktionen, so ist R + P = 2p — 2, sobald 
die Bedingung 1) fiir beide Charakteristiken erfiillt ist. 

Unter der kontragredienten Charakteristik versteht man hierbei die- 
jenige, deren homogene Substitutionen an den Schnitten a,, b,, c, zu den 
entsprechenden Substitutionen der urspriinglichen Charakteristik kontra- 
gredient sind. Im Falle eines Problems 1. Ordnung hat die kontragrediente 


Charakteristik die Faktoren 40 ie (v=1,---,p), wenn A,, B, die Fak- 
toren der urspriinglichen Charakteristik waren. 

W,. (r=1,---, R) seien die R unabhingigen, zur Charakteristik ge- 
hérigen Elementarfunktionen, U”’, 8°, ©” (v—1,---,p) ihre Perioden, 
Q, (@=1,---,P) die P zur kontragredienten Charakteristik gehérigen 
Elementarfunktionen mit den Perioden «®), p®, y® (v—1,---, p). 


Die Fundamentalformel gilt, wie ihre Herleitung zeigt, unabhingig 


von der Prymschen Modulbedingung.*) Angewandt auf je eine Funktion W, 
und eine Funktion Q, liefert die Fundamentalformel die Beziehungen 


yap ," 9 2) 
Sara g. ar an- +0) o] 
v=1 
v=p 
, r=1,---,R 
tO Pe te)—o, IPR 
v=1 


; *) Prym, Uber ein Randintegral (Crelles Journal, Bd. 71, abgedruckt in Prym- 
Rost, 1. c., I. Teil, 8. 216ff.). Vgl. Prym-Rost, 1. c., I. Teil, 8. 190. 


4* 
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Samtliche Relationen stellen zunichst nur notwendige Bedingungen tiir die 
Perioden der Elementarfunktionen dar. Wie sich zeigen wird, sind diese 
Bedingungen auch die einzigen. 

Um die Wendungen des Beweises deutlich hervortreten zu lassen, be- 
trachte man zuerst eine gewdhnliche Charakteristik; eine solche besitzt nur 
eigentliche Faktorenpaare.*) 

Unter den W, (und ihren linearen Kombinationen) gebe es gerade 
f(<p—1) unabhingige W, (r=—1,---,/), deren Perioden €;’ (v—1,-- 
--,p; r=1,---,f) samtlich Null sind. Die aus diesen Funktionen ent- 
springenden Beziehungen (1) nehmen die Form an 


~ (r) (0) 
PA. Y, =, r=1,---,f; e@=1,---,P, 
y= 
wenn &! = (1—4,)I, BP = (1— Bl” (v=1,---,p3 r=1,-+-,f) ge 
setzt wird. Die f Konstantensysteme /”’, ---, ”” (r=1,---,f) sind linear 
f 


unabhiingig. Anderenfalls giibe es ja lineare Kombinationen pa W, mit 
r=1 
nicht simtlich verschwindenden Koeffizienten c,, deren Perioden U,, B,, ©, 
alle Null wiiren. Dies widerspricht der postulierten Unabhingigkeit der 
W, (r=—1,---,f), wenn man beriicksichtigt, daB keine multiplikative, 
allenthalben endliche Potentialfunktion existieren soll. 
Man hat mithin mindestens f unabhiingige, lineare, homogene Bedin- 


gungen fiir die y® (o=1,---,P). Wegen 


i 
1” =0 und > 7 =0 (r=1,--f; o=1,--+,P) 
v=1 


existieren also zur kontragredienten Charakteristik héchstens p—1—f linear 
unabhiingige Elementarfunktionen 2, von der Art, daB die Perioden y, 
eines jeden linearen Aggregates solcher Funktionen nicht simtlich Null 
sind. Ist (fiir die kontragrediente Charakteristik) [ die Héchstzahl von 
Funktionen der letztgenannten Art, so gilt die Ungleichung 
[<p—1-—fsp-1. 

Ist entsprechend fiir die kontragrediente Charakteristik © die Gesamtzahl 
linear unabhingiger Elementarfunktionen 2, mit verschwindenden Perio- 
den y®, also ® +f=—P und wird noch g = R—f gesetzt, so hat man 
ebenso g < p—1—® und schlieBlich 


R+P=—g+f+O+0 <2p-2. 


*) Prym-Rost, 1. c., IL. Teil, S. 2. 
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Die Anzahlen unabhiingiger Elementarfunktionen fir die zur urspriing- 
lichen Charakteristik (bzw. zu der ihr kontragredienten Charakteristik) 
konjugiert-komplexen Charakteristiken sind nach a): 


R=2p—2—R, P=2p—2-—P. 


Beachtet man, daB diese beiden (konjugiert-komplexen) in Rede stehenden 
Charakteristiken zueinander kontragredient sind, so folgt aus dem im 
gegenwirtigen Abschnitt b) gewonnenen Ergebnis: 


R+PS>2p—2. 
Es ist also 
R+P=2p—2, w.zb.w. 


Insbesondere folgt noch g + ® =f +f =p —1. (Im Prymschen Falle 
ist sicher f= © = 0.) 

LaBt man wneigentliche Faktorenpaare, d.h. gemischte Charakteristiken*), 
zu, so ist fiir jedes uneigentliche Faktorenpaar A= B=1: C=y=—0 
und (1— A)B —(1— B)“X—O dann identisch fiir beliebige U, B befrie- 
digt. Entsprechend den Fillen © —0, € +0 unterscheidet man jetzt 
zwischen & = 0 und U+0. Die Uberlegungen bleiben im wesentlichen 
ungeindert, das Ergebnis ist das niimliche wie oben. 

Fiir die ausgezeichnete Charakteristik gestaltet sich der Beweis ent- 
sprechend. Nur ist jetzt R + R — 2p. Da die ausgezeichnete Charakteristik 
mit ihrer konjugiert-komplexen identisch ist, so folgt unmittelbar R= R =p. 
Der weitere Aufbau der Theorie der Abelschen Integrale vollzieht sich mit 
Hilfe der Fundamentalformel in bekannter Weise.**) 

ce) SchlieBlich ist R= P =p —1. 

Unter der Bedingung 1), insbesondere also in den Prymschen Fallen, 
existiert zur Charakteristik stets eine analytische Funktion W 7, die 


an einer beliebigen Stelle z, von 7 einen einfachen Pol besitzt, sonst 
tiberall auf 7’ reguliir analytisch ist und an den Schnitten a,, b,, c, ge- 
wisse Perioden Y,|z,', B,'z,|, €,|¢,| ausscheidet.***) Durch Multiplikation 


mit einer Konstanten wird Ww *| so normiert, daB das Residuum in 
z=, den Wert 1 hat. Durch Addition geeigneter Vielfachen der 


W, (r=1,---, R) kann und soll w\*| ferner so normiert werden, daB g 


*) Prym-Rost, 1. c., I. Teil, 8. 2. 
**) Vgl. Prym-Rost, II. Teil, Abschnitt 4 und 5. 
***) Prym-Rost, 1. c., I. Teil. 8. 150. 
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bestimmte Perioden ©,|z2,| und, auber %,|2,|, noch f bestimmte Perioden 
UW, z,|, B,\4,| verschwinden. Es sind dann noch unter den Y,\z,|, usw. 


héchstens 2p — 2— R=P voneinander unabhingige, bestimmte Perioden 
von Null verschieden. 


Jede, in N verschiedenen Punkten z, (6=1,---,N) von 1. Ordnung 


unendlich werdende, in der angegebenen Weise bis auf einen konstanten 
Faktor normierte Funktion la6t sich auf die Form bringen 


i =e Ww * 


: , ', Ao 
Die Perioden von W|*. * sind U,!2,---2y|, Bl z,-- ev], ©,|4,---2y!, 


. . . 2, °++°Zy ° 
(v=1,---,p). Die normierte Funktion W\"'  “* ist dann und nur 


dann multiplikativ, wenn die oben bestimmten P Perioden unter den 


YW, 2,-++,2y|, usw. verschwinden, m. a. W. wenn die c, (6=1,---, N) den 
N 


Gleichungen i c,U,|z,| = 0, usw. (v= 1,---,p) — unter denen héchstens 


o=1 


P unabhingige sind — geniigen. Es gibt daher mindestens d linear un- 


abhingige, multiplikative Funktionen W *°''**|, die in den 2,,---, ay 
oder in einem Teil derselben Pole 1.Ordnung besitzen, sobald d—N—P >1 ist. 

Entsprechend ergibt sich fiir die kontragrediente Charakteristik: Sind 
N Punkte z, (r=1,---,N) der Fliche 7 gegeben, so existieren mindestens 


é linear unabhingige, bis auf konstante Faktoren normierte, multiplikative 
Funktionen 


die in den Punkten z,,---,2z, oder in einem Teile derselben Pole 1. Ord- 
nung besitzen, wenn d = N — Ff > 1 ist. 


Angenommen, es sei R=p+yp und »>—1, dann ist P=p—2—u. 
Man wihle N = R + 1, also 6 = 1. Es existiert mindestens eine multipli- 


kative Funktion Q|*°°'*"+1|, die in den 4,,---, 2x41 oder in einem Teil 
derselben Pole 1. Ordnung besitzt. Dabei kénnen die 2, (rx =1,---, 2 +1) 
stets so gewihlt werden, daB Q on sicher in simtlichen Punkten 


215 °**, £e41 Von 1. Ordnung unendlich wird. In der Tat folgen aus der 


Prymschen Fundamentalformel, angewandt auf Q a Piste und eine der 


Funktionen W, die R Gleichungen: 
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Pp 
> {z: B, — 54, 80 — (7-8,+«,) | _ > O(n feet ?,) 
v=1 a 
R+1 
——22i >'¢,W,(z,). 
t=1 


Dabei ist W,’(z) die 1. Ableitung von W, genommen nach der Ortsuni- 
formisierenden des Punktes z,, W,’(z,) deren Wert an der Stelle 2 = z,. 
Die linken Seiten sind linear und homogen in den Perioden von Q | ** as +1) 


und verschwinden daher, sobald 2 multiplikativ ist. Die rechten Seiten 
fiihren also zu den Gleichungen 


R+1 


> &W,() = 0, r=1,2,--., R. 


t=1 


Da die W,’ nicht identisch verschwindende, linear unabhiingige, bis auf 
die unendlich fernen und die Verzweigungspunkte in 7 regulir-analytische 
Funktionen sind, so kénnen die Unterdeterminanten Ff. Ordnung der Matrix 


| Wy'(@,) Wi'(#) > Wi (n+) | 

| We'(e,) We (@) «++ We’ Gn+1)| 

Ds : | 

| Wale) Wr(ex) --+ We(er+s)| 
nicht identisch fiir beliebige Systeme von Punkten 4,,---, 2x41 ver- 
schwinden.*) Wiahlt man nun die (R+1) Punkte z,,---, 224: so, dab 


keine von diesen Unterdeterminanten Null ist, so existiert gerade eine nor- 
mierte, bis auf einen konstanten Faktor bestimmte, multiplikative Funktion 


R+1 
Q| °° Feet = >e,2|*|. 
Zz | . | 2 
t=1 


Hierin sind iiberdies die Koeffizienten c, simtlich von Null verschieden. 
Q “°°'*r+1) hat dann genau R +1 Nullstellen £, (¢=1,---,R+1). 
Der Einfachheit wegen nehme man an, dab die €, (r=1,---,R+1) 


alle getrennt liegen. Zur urspriinglichen Charakteristik gibt es dann, dem 
oben Bewiesenen zufolge, mindestens 


d=R+1—P=p+1+pu—p+2+p=—2u+3 


*) Vgl. die Uberlegungen bei Prym-Rost, 1. c., Il. Teil, 8. 181—182. 
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linear unabhingige normierte Funktionen W, be or +1 (j=1,---,d), welche 


die Punkte £, (c=—1,---,R+1) oder einen Teil derselben zu einfachen 
Polen haben und multiplikativ sind. Die Produkte 


Q) tees]. py, |Foo Sees! aA tees) jand,.-nd) 


Zz 


sind linear unabhingige algebraische Funktionen der Fliche 7, deren Pole 
simtlich im System der R+1l—p+u+1 Punkte z, (r=1,---,p+u+1) 
enthalten sind. Nach bekannten Sitzen lassen sich aber die z, (r=1,---, R+1), 
im Rahmen der oben gemachten Einschrinkung, so bestimmen, daB ge- 
rade «4 +2 und nicht mehr unabhingige algebraische Funktionen (die 
Konstante mitgezihlt) der in Rede stehenden Art existieren. Wegen 
d=2u+3cu+2 ah w+1<0 und w+120, folgt w=—1 
oder R =P. 


Im Falle mehrfacher Nullstellen €,,-- , &x,; von Q oo Anes | hat 


man zum Beweise auch die héheren Ableitungen nach der Ortsuniformi- 
sierenden zu verwenden.*) 


Auf Grund des erhaltenen Resultates ist der Zugang zur Theorie der 
zur Charakteristik gehérigen analytischen Funktionen gewonnen. Der 


weitere Aufbau der Theorie vollzieht sich nach Prym-Rost (II. Teil, 2. u. 
6. Abschnitt). 


§ 6. 
Bemerkung itiber die Prymschen Probleme N. Ordnung.**) 


Die in § 4 angestellten Uberlegungen fiihren zur Formulierung der 
Prymschen Probleme N. Ordnung zunichst fiir Potentialfunktionen: Ge- 
sucht werden N Funktionen U,= U, + iU," (k=1,---,N) vom folgenden 
Ejiigenschaften 

1. U, ist eine in T allenthalben regulire, im Innern von T eindeutige 
Potentialfunktion; 

2. die analytische Fortsetzwng der U, iiber die Schnitte a,,b,,c,(v=1,---,p) 
hiniiber, erfolgt gemaB den Substitutionen 


*) Siehe Prym-Rost, 1. c., Il. Teil, 8. 209ff. 
**) Vgl. Prym-Rost, 1. c., Vorwort. Wie die Herren Prym und Rost mir mit- 
teilen, befinden sie sich bereits seit Jahren im Besitze dieser und weitergehender 


Resultate. Die oben angegebenen Sitze sind ohne’ Kenntnis dieser Resultate und auf 
anderem Wege gefunden. 














AC) — 


ro” = 


(U,)*= Sarwy+ +%” lings a, 


j=1 


(uy SH wy +B” lings b, 


(U)*= 2 oO (U 


A? = (Af 4 


Ni 





(A 


(4\%y" 
(a) 
| (eer 
(on) 
(en) 


sind Orthogonalsubstitutionen. 





Prymsche Funktionen. 


i(A as BY) = 
a — 


komplexe Konstanten sind mit den reellen bzw. lateralen Teilen 


kj 


3. Die homogenen, in reellen und lateralen Teil zerlegten Substitutionen, 
d. h. die Substitutionen 


M1 


(4%?) 


~ (B2)" 


(By) 


— (Gn) 


(Cm) 


Die Gesamtheit der Substitutionen A®?, 
wieder Charaikteristik des Problems. 
spruchsfrei sind, ist notwendig, dab 








Uy + 6° 


(Bi?) + a (BY)’, usw., 


~ j usw. bzw. (4{")" usw. 





Damit die Randbedingungen wider- 
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a) die homogenen Substitutionen den Matrizengleichungen 
s; (Al) (B)-* ABO — £0, vml,--+5p, 
(8s) rore)... fe 1 
geniigen, 


b) fiir die inhomogenen Substitutionen die Bedingungen (in der Schreib- 
weise des Matrizenkalkiils) 
. (a) 1 (B)- 1 OC») HR _ ce, y= ‘ss “Dp, 
(Ss) 1) ee 
CM E®... GCM@—]1 


erfiillt sind. Dabei haben die Y%”) folgende Bedeutung: Macht man die 
Substitutionen (S) durch Kinfiihrung einer (N+ 1). Veriinderlichen 


Oy41 = Us, 

homogen, schreibt also 
N+1 

(8) (U,)'= >) 49 (Uy, usw., k=1,---,N+1, 
j=1 


wobei 


@) 0) ee ee . ln F cet, h kel 
Arya = 4, (v=1,-:-,p; k=1,---,N), Ayssy 1, j=N41’ 
so bezeichnet A”) bzw. B”), ©”) die Matrix jeder solchen Substitution.*) 

Aus dem Dirichletschen Prinzip ergibt sich dann der folgende 

Existenzsatz: Auf jeder beliebigen Riemannschen Fliche T’ evxistiert 
zu einer Prymschen Charakteristik und zu, im Rahmen der Bedingungen (S’), 
vorgegebenen Perioden e, B”, 6” (v—1,--p; k—=1,---,N) immer min- 
destens ein System von N (nicht séimtlich identisch verschwindenden) Potential- 
funktionen. 

DaB es andererseits (héchstens von Konstantensystemen abgesehen) 
nicht mehr als ein derartiges System gibt, folgt aus dem 

Eindeutigkeitssatz: Von Konstantensystemen abgesehen existiert auf 
keiner einzigen Riemannschen F liiche T vom Geschlechte p zu einer gegebenen 
Prymschen Charakteristik ein System von allenthalben endlichen Potential- 
funktionen, das den homogenen Bedingungen geniigt. 


Der Beweis des Eindeutigkeitssatzes ergibt sich aus der Betrachtung 
des Dirichlet-Integrals 


usw., 


*) Im Falle 1. Ordnung waren die homogenen, zu jedem Schnittpaare a,, b, ge- 
hérigen Substitutionen vertauschbar. Die Bedingung a) zoginfolgedessen C, =1 (v—1,---,p) 
nach sich. Bei den Problemen N. Ordnung hingegen ist dies im allgemeinen nicht 


mehr der Fall, d. h. die quadratische Matrix f” im allgemeinen nicht mehr die 
Einheitsmatrix. 
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D(U,, ++, un =f) { SiGe + (Ge) + (GE) + (GE)] aeay, 





wenn man den Greenschen Satz anwendet und von der Tatsache Gebrauch 
macht, daB die Bilinearform 


Sloe + ot 


_ 4 bedeutet die Ableitung nach der Normalen am Rande von 7’ — 


bei orthogonaler kongredienter Transformation der Variablen U,’, U,” 
baw. sal ‘ oa. in sich tibergeht. 

Bei Hinzunahme vorgegebener Pole bzw. logarithmischer Unstetig- 
keiten gelingt der Existenzbeweis ebenfalls mit Hilfe des Dirichletschen 
Prinzips. Beziiglich der hierbei sich ergebenden Sitze sowie der Theorie 
der analytischen Funktionen (deren Existenz und Anzahl, soweit es sich 
um die allenthalben endlichen handelt, auch durch abnliche Argumentation 
wie in § 5 sich herleiten l48t) muB8 auf weitere Arbeiten der Herren 
Prym und Rost verwiesen werden. 


§ 7. 


Zum Existenzbeweis der in den §§ 1 mit 3 benutzten Abbildungs- 
funktionen. 


a) Um zu den Funktionen W(z) der §§ 1 und 2 2 gelangen, kon- 
struiert man im Gebiete S zuniichst eine reelle Potentialfunktion « von 
folgenden Eigenschaften: 

1. uw ist, von einem einzigen, dem Innern von S angehérigen 
festen Punkte O abgesehen, in S und auf dessen Begrenzung eine 
regulire Potentialfunktion; 

W, 
(We)*+ (W,)* 

W,= W,+iw,’ 
die zu O gehérige Ortsuniformisierende von S verstanden); 

3. je zwei, entsprechenden Punkten paralleler Begrenzungs- 
stiicke zugehérige, Funktionselemente von u sind identisch. 

Der Beweis ist wértlich der gleiche wie bei Weyl.*) Im vorliegenden 
Fall ist die bei Weyl**) formulierte Definition der Konkurrenzfunktion v 


2. uw wird in O unstetig wie (unter 





*) Weyl, l.c., 8. 79 ff. 
**) Weyl, l.c., 8. 93. 
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durch die Forderung zu erginzen: v ist stetig' differenzierbar auch noch 
in den Punkten der Begrenzung von S. Die Werte von wv bzw. seiner 
ersten Ableitungen stimmen in entsprechenden Punkten paralleler Be- 
grenzungsstiicke bzw. tiberein. M. a. W.: Ist in den rechtwinkligen Koor- 
dinaten W’, W” 


W, = AW'— AW" +H, WW = AW + AW + OM” 
die lineare Zuordnung eines Paares von Begrenzungsstiicken, so muB sein 


o(W’, W”) = 0( Wy’, W,”) = (AW AW ee, AUW' + AW" +), 


év dv 4 dv ” 
(sw) a (aw A + aw" 4 Mec w,”" usw. 


Es gibt solche Konkurrenzfunktionen. Nachdem die Existenz der (im 
Innern von S mit Ausnahme von O reguliiren) Limesfunktion u gezeigt 
ist, ertibrigt nur mehr der Nachweis, daB u auch die Bedingung 3 er- 
fillt. Dieser Nachweis griindet sich (vgl. § 4) auf die Tatsache, dab 
das absolute Minimum d des Dirichlet-Integrals beztiglich der Gesamtheit 


der Konkurrenzfunktionen v den nimlichen Wert hat fiir alle Gebiete 8, 
die zum gleichen Systeme linearer Substitutionen W, = A,W~+ Y, usw., 
wie das urspriingliche Gebiet S, gehéren und aus S durch geeignete De- 
formation der Begrenzung hervorgehen. In der Tat wird (bei geeigneter 
Deformation) S aus § erhalten, indem man von S etwa ein einziges, ein- 
fach zusammenhingendes Gebiet f wegschneidet, und dafiir an anderer 
Stelle ein Gebiet f der gleichen Art zu S hinzufiigt. f und f sind ver- 
mége der entsprechenden linearen Substitution, etwa W,=— A,W~+ Y%,, 
umkehrbar eindeutig und konform aufeinander zu beziehen. Aus jeder 
Konkurrenzfunktion v des urspriinglichen Minimalproblems (beziiglich S) 
ergibt sich eine Konkurrenzfunktion » des neuen Problems (beztiglich 8) 
auf Grund der Definition: 

v=¢ in dem S und 8 gemeinsamen Gebiet, 

v hat in einem Punkte von f den gleichen Wert wie 0 in dem ver- 

mége W,=— A,W~+ UY, zugeordneten Punkt von f. 

Das Dirichlet-Integral bleibt aber bei konformer Abbildung ungeandert. 

Aus der Potentialfunktion « gewinnt man schlieBlich in bekannter 
Weise die gesuchte analytische Funktion z. 


b) Im wesentlichen die gleichen Bemerkungen gelten fiir den Existenz- 
beweis der Abbildungsfunktion des § 3. 
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Ill. SchluSbemerkung: Weitere Fragestellungen. 


Der § 2 vorliegender Arbeit hatte sich mit der Umkehrung eines 
merkwiirdigen Theorems der Herren Prym und Rost beschiiftigt, welches 
als ein Analogon — oder, wenn man will, als eine Verallgemeinerung — 
jener wohlbekannten Tatsache gelten kann, daB ein Abelsches Integral 
1. Gattung mit, beispielsweise, durchweg rein imaginiren (oder mit lauter 
reellen) Perioden nicht existiert. 

Dieser letztere Satz ist ein besonderer Fall des folgenden Theorems*): 

Ein Abelsches Integral 1. Gattung vom Geschlecht p und mit den 
Perioden U,,B, (v=—1,---, p) existiert sicherlich nicht, sobald die Be- 


ziehung 
Pp 


(Ia) —i >'{%, B,—B, %,} > 0 


v=l 


nicht erfillt ist, unter U,, B, wiederum die zu A, bzw. B, konjugiert 
komplexen GréBen verstanden*). Mit andern Worten: Die Ungleichung 
{Ia) ist eine notwendige Bedingung dafiir, daB die U,, B, als die Perioden 
eines Abelschen Integrals 1. Gattung méglich sind. 

Es ergibt sich hieraus unmittelbar die Frage, inwieweit die Bedingung 
(la) auch hinreichend sei. Gegeben seien 2p Gripen A,, B, (v—1,---, p), 
die der Beziehung (Ia) Geniige leisten. Gibt es ein Abelsches Integral 
1. Gattung vom Geschlecht p, das die Perioden U,, B, besitzt? 

Der in § 1 aufgefiihrte Prymsche Eindeutigkeitssatz und, allgemeiner, 
das bereits genannte Theorem des Herrn Prym und Rost**) bilden nun 
Spezialfiille eines Satzes iiber die Prymschen Funktionen 1. Ordnung, 
welcher genau der oben priizisierten Eigentiimlichkeit der Abelschen Inte- 
grale entspricht bzw. sie als Sonderfall umfaBt. Er JaBt sich so aussprechen: 

Die 2p Gripen U,, B, kinnen nur dann Perioden (mindestens) einer 
zur Prymschen Charakteristik A,, B, (v=1,--+,p) gehdrigen, allenthalben 
endlichen Prymschen Funktion des Geschlechtes p sein, wenn die Ungleichung 
besteht 

v=pr 
(Ib) -i>| {B, W,B,—A,B, W,} + (a,(1-B,)—B,(1—A,)) (A,B, +%, — 


vel 


-> %,(1—B,) B, (1 —A,) )| -——? 


al 


*) Vgl. z. B. 8. 28 dieser Arbeit. 
**) Vgl. § 2, 8. 33 dieser Arbeit. 
***) Vgl. z. B. 8. 26, Formel (I) dieser Arbeit. 
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Natiirlich gilt nebenher (damit die Randbedingungen in sich widerspruchs- 
frei sind) 


Pp 
(s) > (%,(1—B,) — 8,(1—A,)] = 0.*) 
v=1 

Die Bedingung (1b) ist also notwendig. Ist sie auch hinreichend? 

Zufolge (Ib) kénnen die Perioden einer allenthalben endlichen Prym- 
schen Funktion nicht véllig willkiirlich gewihlt werden. Diese Bemerkung 
fiihrt schlieBlich zu einer Erweiterung der Umkehrung**) des Prym-Rost- 
schen Satzes. Man kann nimlich nicht nur, wie das die obige Betrachtung 
tat, lediglich (Ib) in den Mittelpunkt der Betrachtung stellen und dabei 
die Charakteristik festhalten. Vielmehr kann der Nachdruck auch auf den 
Umstand gelegt werden, dab es Charakteristiken spezieller Art sind, fir die 
obige Beschrankung hinsichtlich der additiven Perioden statthat. DemgemaB 
wird man sich fragen: 

Gibt es Klassen Nicht-Prymscher Charakteristiken, fiir welche — ent- 
sprechend der Eigentiimlichkeit der Klasse der Prymschen — nicht notwendig 
jedes, im Rahmen der Bedingung (S') gewiihlte System von 2p Gripen 
U,, B, (v—1,---,p) als System der additiven Perioden (mindestens) einer 
allenthalben endlichen, zur betrachteten Charakteristik der Klasse gehirigen 
Funktion méglich ist? 

Zeigt sich, daB die Prymschen Charakteristiken in der Tat die ein- 
zigen in dieser Art sind, so wére damit die (in (Ib) zum Ausdruck kom- 
mende) Beschriinkung fiir die additiven Perioden als charakteristisch fiir die 
Prymschen Probleme erwiesen. 

Die Beweise fiir diese Siitze werden auf andere Art als die Beweise 
in § 1 mit 3 zu fihren sein. 

Entsprechende Fragestellungen ergeben sich bei den Problemen N. Ord- 
nung.***) 

Ausgehend von den in § 3 gemachten Bemerkungen gelangt man in 
ahnlicher Weise zur Frage nach der Verallgemeinerung der Siitze von 
Hurwitz+) (speziell des Eindeutigkeitssatzes) fiir das Riemannsche Problem 
N. Ordnung. In erster Reihe steht hier, zwecks Charakterisierung der 
Ausnahmefille, die Aufstellung von (notwendigen) Bedingungen fir die 
Existenz allenthalben endlicher (multiplikativer) Funktionenscharen. 





*) Vgl. 8. 45 vorliegender Arbeit. 
**) Siehe § 2 dieser Arbeit. 
“**) Vgl. hierzu auch § 6. Vorstehender Teil der SchluSbemerkungen ist bei der 
Korrektur (Marz 1915) hinzugefiigt. Leider war es mir dabei nicht miglich, die seit 
April 1914 erschienene Literatur zu beriicksichtigen. 


+) Hurwitz, Algebraische Gebilde mit eindeutigen Transformationen (Math. Ann. 
41 (1898), 3. Abschnitt, 8. 429ff.). 
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In § 5 dieser Arbeit wurde der Existenzbeweis fiir die zu einer Nicht- 
Prymschen Charakteristik 1. Ordnung gehérigen, analytischen Funktionen, 
wenigstens fiir gewisse Fille, durchgefiihrt. Hierbei dienten nach dem 
Vorgange der Herren Prym und Rost die Existenzsiitze fiir die Potential- 
funktionen als Ausgangspunkt der Untersuchung. Letztere sind indes bis 
jetzt (mit Hilfe des alternierenden Verfahrens bzw. des Dirichletschen 
Prinzips) nur fiir Prymsche Probleme bewiesen.*) Es erscheint daher nicht 
ohne Interesse, die Existenzbeweise fiir die Potentialfunktionen auch fiir 
Nicht-Prymsche Charakteristiken N.Ordnung (N>1) durchzufiihren**), zumal 
sich hierbei neue Sitze, unter anderem fiir die Lésungen von Au + Au =0, 
ergeben. Als Hilfsmittel wird die Theorie der linearen Integralgleichungen 
zu dienen haben. Auch bei diesen Untersuchungen erweisen sich die 
Prymschen Charakteristiken als bemerkenswerte Sonderfiille. Bei der Dis- 
kussion der Integralgleichung des Problems spielt naimlich neben der ge- 
gebenen Charakteristik deren kontragrediente eine wesentliche Rolle. Die 
Greenschen Funktionen des Problems miiBten als Funktionen der Variablen 
zur gegebenen, als Funktionen der Parameter zur kontragredienten Cha- 
rakteristik gehéren. Spaltet man in reellen und lateralen Teil, so wird 
das Problem reell; fiir die Prymschen Charakteristiken und nur fiir diese 
ist dann die kontragrediente Charakteristik des reellen Problems mit der 
urspriinglichen identisch. Daher fiihren die Prymschen Charakteristiken 
und nur sie zu Problemen mit (reellem) symmetrischen Kern. Sie sind aus 
diesem Grunde auch fiir die Theorie der Differentialgleichung Au + Au—0 
von Bedeutung.***) 


SchlieBlich kann man noch die relativ zu einer Riemannschen Fliiche 7’ 
verzweigten Potentialfunktionen in den Kreis der Untersuchung einbeziehen, 


*) Vgl. indes meine Note: ,,Bemerkung iiber die Integrale Riemannscher Funk- 
tionenscharen“ (Sitzungsber. d. Heidelberger Akademie 1914, Math.-physikal. Abteil., 
28. Abhandlung, 8. 10ff.). Dort wird (umgekehrt) der Existenzsatz fir die Potential- 
funktionen aus der Existenz der analytischen Funktionen (genauer gesagt aus dem 
Existenztheorem fiir die Integrale Riemannscher Funktionenscharen) abgeleitet. Die 
Integrale der Riemannschen Scharen werden ebenda auf Grund des Existenzsatzes 
von Hilbert-Plemelj unmittelbar aus den Sitzen von Ritter (Math. Ann. 47) gewonnen. 
(Siehe auch die dort zitierte Literatur; insbes. die Arbeiten von Klein, auf die in 
obiger Arbeit leider nicht eingegangen werden konnte.) 

**) Wegen andrer Behandlung der Probleme 1. Ordnung siche: Appel, Sur les 
intégrales etc. (Acta mathem. Bd. 13); R. Kénig, Leipziger Berichte, Bd. 63 (1911), 
8. 348—368. Wegen der Probleme 2. Ordnung siehe G. Vitali, Equationi differenziali etc. 
(Rend. Circolo Palermo, Bd. XVI, 1902), sowie die in meiner Heidelberger Note zitierte 
Literatur. 


**) Vgl. Pockels, Uber die partielle Differentialgleichung Au-+ k*u = 0 (Leipzig, 
Teubner 1892). 
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speziell ihren Zusammenhang mit den Riemannschen (analytischen) Funk- 
tionenscharen behandeln.*) 

Auf diese und die vorerwihnten Fragen hoffe ich an anderer Stelle 
zuriickzukommen; es wird sich dabei Gelegenheit ergeben, die mannigfachen 
Beziehungen, welche zwischen den Untersuchungen von Klein und Ritter 
einerseits, Prym und Rost andererseits bestehen, zu beleuchten. 


Wiirzburg, den 23. Marz 1914. 


* Vgl. FuBnote *) 8. 63 dieser Arbeit. 
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Zur Theorie der Kreisbogenpolygone. 
Von 
Hans FacKenserc in Braunschweig. 


Die vorliegende Arbeit*) enthalt im wesentlichen eine auf Veranlassung 
von Herrn Hilb unternommene Durchfiihrung von Andeutungen, die dieser 
in seinem Karlsruher Referat**) gegeben hat, und behandelt die Ergiin- 
zungsrelationen der Kreisbogen-N-Ecke. 

Ich gehe bei diesen Untersuchungen aus von der Differentialgleichung 
2. Ordnung ohne Nebenpunkte und mache die wesentliche Voraussetzung, 
daB die singulairen Stellen, die akzessorischen Parameter und die Expo- 
nenten reell, die Exponentendifferenzen gréBer als null und nicht ganz- 
zahlig sind, die obere Halbebene der komplexen z-Ebene wird durch den 
Quotienten zweier Partikularlésungen dieser Differentialgleichung auf ein 
einfach zusammenhingendes, im iibrigen aber ganz allgemeines Kreisbogen 
N-Eck abgebildet. 

Die Ergiinzungsrelationen fiir das Dreieck sind von Herrn Klein ent- 
deckt und geometrisch abgeleitet worden.***) Auf ganz anderem Wege er- 
halt sie Herr Hurwitz.) Fiir das Kreisbogenviereck stellt sie Herr Ihlen- 
burgy}) durch Diskussion aller méglichen Kreisbogenvierecke auf. 

Nachdem ich zunichst oszillationstheoretisch den Satz abgeleitet habe, 
daB in jedem einfach zusammenhiingenden Kreisbogenpolygon mindestens 


*) Sie hat im Mai 1914 als Habilitationsschrift an der allgemeinen Abteilung 
der technischen Hochschule Carolo- Wilhelmina zu Braunschweig gedient. 

**) Vgl. Jahresbericht der Deutsch. Math.-Vereinigung 21, 8. 165. 

***) Uber die Nullstellen der hypergeom. Reihe“ Math. Ann. 37, S. 573. 

+) ,Uber die Nullstellen der hypergeom. Reihe Math. Ann. 64, 8. 517. Vel. 
auch ders. unter dem gleichen Titel, Math. Ann. 38. Ferner Gegenbauer, ,,Zur 
Theorie der hypergeom. Reihe“, Berichte d. Akad. d. Wissensch. zu Wien 1891; der- 
selbe ,,Uber die Wurzeln der hypergeom. Reihe“, Monatsh. f. Math. 2; endlich Porter, 
»hoots of the hypergeometric series“, Bull. of the Am. Math. Soc. 2. Ser. Vol. VI. 

+t) ,Uber die geom. Eigenschaften der Kreisbogenvierecke“, Diss. Gdttingen 1909. 


Mathematische Annalen. LXXVII. 5 
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zwei Seiten vorhanden sind, die sich nicht selbst tiberschlagen, leite ich 
aus den Ergiinzungsrelationen fiir das Kreisbogendreieck diejeuigen fiir 
das Kreisbogenviereck ab, indem ich durch Abiinderung des akzessorischen 
Parameters eine Seite des Vierecks zur vollen Uberschlagung bringe. 
Trenne ich diese Seite ab, so liefern mir die Ergiinzungsrelationen des so 
entstandenen Dreiecks diejenigen fiir das Viereck. In gleicher Weise steige 
ich vom Viereck zum Fiinfeck, endlich vom (N—1)-Eck zum N-Eck auf. 
Der oben angefiihrte Satz bestiitigt sich auch bei diesen Erérterungen. 
Die Erginzungsrelationen gestatten mir die méglichen Gestaltungen der 
Kreisbogenpolygone weiter zu diskutieren. 

In engster Beziehung zu diesen Problemen steht die Frage nach der 
Anzahl der reellen und der in der oberen Halbebene liegenden komplexen 
Nullstellen der Lésung einer linearen Differentialgleichung 2. Ordnung 
mit N singuliren Stellen. Herr Hurwitz hat in der oben zitierten Ab- 
handlung in dem Fall von drei singuliiren Stellen das Problem mittels 
einer analytischen Methode gelést. Die speziellere Frage nach der Anzahl 
der Nullstellen der zu einem singuliren Punkte gehérigen kanonischen 
Fundamentallésungen hatte schon friiher Van Vieck*) durch rein geome- 
trische Betrachtungen behandelt. Auf wieder anderem Wege erértert Herr 
Schafheitlin**) diese Aufgabe, beschriinkt sich jedoch ebenfalls auf die 
Fundamentallésungen. 

In einer folgenden Arbeit gebe ich zuniichst eine vollstindige geo- 
metrische Ableitung und Deutung der Hurwitzschen Formeln. 

Die geometrische Methode liBt sich ebenso wie die von Hurwitz 
ohne Schwierigkeit auf den Fall einer Differentialgleichung mit vier bzw. 
N singuliren Stellen tibertragen, sofern man nur die Ergiinzungsrelationen 
fiir das Vier- bzw. N-Eck kennt. Die Formeln fiir die Anzahl der Null- 
stellen werden im Falle der 4 singuliren Stellen um 1, im Falle der N 
— bzw. =—* unbestimmt, entsprechend den bei 
den Erginzungsrelationen auftretenden Unbestimmtheiten. 


singuliren Stellen um 


*) ,A determination of the number of real and imaginary roots of the hyper- 
geometric series“, Trans. of the Am. Math. Soc., Vol 3, S. 100. 

**) Die Nullstellen der hypergeom. Funktionen“, Sitzungsberichte der Berliner 
Math. Ges., 7. Jabrg. 8. 19. 
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Kapitel I.*) 
Erganzungsrelationen.**) 


§ 1. 

Analytischer Beweis eines Fundamentalsatzes iiber einfach 

zusammenhingende Kreisbogenpolygone. 

An die Spitze der Betrachtungen stellen wir folgenden 

Fundamentalsatz: ,.In jedem einfach zusammenhingenden Kreis- 
bogenpolygon existieren mindestens zwei Seiten, die sich nicht selbst 
tiberschlagen.“ 

Bekanntlich bildet der Quotient zweier Partikularlésungen einer Diffe- 
rentialgleichung 2. Ordnung mit N reellen singuliren Stellen, reellen 
Wurzeln der determinierenden Gleichungen und reellen akzessorischen 
Parametern die von der Achse des Reellen begrenzte Halbebene auf ein 
Kreisbogen-N-Eck ab. Und umgekehrt kann man jedes Kreisbogen-N-Eck 
als eine solehe Abbildung einer Halbebene auffassen. 

Die Differentialgleichung mit N singuliiren Stellen lautet: 


d*y ji—ea 1—6 1—p)dy 

a = — abe 6 0 6 abe : 

(1) dz* ' |xz—a 7 xz—b ' xa—m) dz 
+ (a — a) a5 oo (e— m) Aa? + By_4a"~* +--+ + Bo) = 0. 


Dabei seien die N singuliren Stellen a<b<ec<---<m<n (= oo) 
reell, ebenso- die positiven Exponentendifferenzen a, B, y,---, u,v, des- 
gleichen die akzessorischen Parameter A, By_«, By-5, +--+, Bo. 

Es gelten noch folgende Gleichungen: 


(2) ¥,°¥,= A, 
(3) Vye—Wy=V, 
(4) a+B+---+u+7,4+%,=—=N-2. 


Die Differentialgleichung (1) la8t sich noch umformen, indem man 
setat ***) : 
dt = a 


os a = era 
a—al'~*\a—b/'-?...|a—m|'~" 


dann erhalten wir: 


*) Kapitel Il wird als gesonderte Arbeit folgen. 

**) Vgl. die Note des Verf., ,,Ergiinzungsrelationen fiir Kreisbogen- V-Ecke“, 
Géttinger Nachrichten, math. phys. Klasse 1914, in der die Resultate des Kapitels 
zusammengestellt sind. 

***) Vgl. Hilb, ,,Kleinsche Theoreme iiber lineare Differentialgl.“, Math. Ann. 66, 
8. 229 oder Gerstenmeier, ,,Beitrage zur Theorie der linearen Differentialg]. mit vier 
und finf sing. Stellen“, Diss. Erlangen 1910, § 2. 


5* 
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2-23. 


2-—2% 


dy | |a—al*~**|2—d| -+-|a—m 
(5) ae + (a—a)(a—b) ---(a—m) 
»(Ag*-§ + By_ga%-* +-++-+ Boy =0. 


Durch die N reellen singuliiren Stellen ist die z-Achse in N Intervalle 
eingeteilt. Wir sagen nun: 

Eines dieser Intervalle hat ,,negative Signatur“*), wenn in dem ganzen 
Intervall der Faktor von y in Gleichung (5) negativ ist, positive, wenn 
dieser Faktor im ganzen Intervalle positiv ist, gemischte Signatur, wenn 
der Faktor im Inneren des Intervalles sein Zeichen iindert. Die Bezeich- 
nungen mnichtoszillatorisches und oszillatorisches Intervall sollen bedeuten, 
daB in diesem Intervalle keine reelle Lésung der Differentialgleichung 
mehr als eine Nullstelle hat bzw. daB in diesem Intervalle mindestens eine 
solche Lésung mehr als eine Nullstelle hat. 

Die einem nichtoszillatorischen Intervall entsprechende Kreisbogen- 
polygonseite wird sich also nicht selbst tiberschlagen, wiihrend die einem 
oszillatorischen Intervalle entsprechende sich stets tiberschlagen wird. Ein 
Intervall mit negativer Signatur ist gewiB nichtoszillatorisch.**) 

Wir haben zwei Fille zu unterscheiden: 

1. Fall: A < 0. 

In der beigegebenen Zeichnung bedeuten die rémischen Ziffern die 
Nummern des Intervalles; die angegebenen Vorzeichen das Vorzeichen des 
Ausdrucks (7 —a)(a—b)---(a—m) in dem betreffenden Intervalle. Die 
eingezeichnete Kurve laBt das Vorzeichen von Axv*~* + By_,z2*-*+.---+ By 
fiir jeden Wert von x erkennen, wenn sie die Kurve mit der Gleichung 

y = Ax*-3+ By«az*-*+---+ B, 
darstellt. 

Soll das Intervall I nichtnegative Signatur aufweisen, so mu der 
am weitesten rechts liegende Schnittpunkt der Kurve mit der x-Achse 

noch rechts vom Punkt m liegen. Soll 

vm Hu ! das Intervall II nichtnegative Signatur 

, il f_ \..-o aufweisen, so muB der zweite Schnitt- 
a. LPZ - punkt der Kurve mit der z-Achse noch 
Fig. 1. rechts vom Punkt/ liegen usf. Soll end- 

lich bis zum Intervall N—3 kein Inter- 

vall negative Signatur aufweisen, so mu der (N—3)* Schnittpunkt der 
Kurve mit der z-Achse noch rechts vom Punkt ¢ liegen; dann haben aber 
die Intervalle N—2 und N negative Signatur. Tritt der letzte Schnitt- 
punkt im Intervalle N —1 auf, so hatte sicherlich eines der vorausgehen- 











*) Vgl. Hilb, Math. Ann. 68, 8. 56. 
**) Gerstenmeier, 1. c. § 3. 
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den Intervalle negative Signatur, ebenso hat das Intervall N negative 
Signatur. Tritt endlich der letzte Schnittpunkt erst im Intervalle N auf, 
so waren vorher schon mindestens zwei Intervalle mit negativer Signatur 
vorhanden. Damit ist aber die Richtigkeit des Fundamentalsatzes fiir diesen 
Fall bewiesen. 

2. Fall: A> 0. 

Soll das Intervall II nichtnegative Signatur aufweisen, so muB der 
am weitesten rechts liegende Schnittpunkt der Kurve mit der z-Achse 
noch rechts vom Punkt / liegen. Soll 





das Intervall III nichtnegative Signatur 
aufweisen, so muf der zweite Schnitt- . v mou 
punkt noch rechts von Punkt i liegen a i ke Ip J m 77 


usf. Soll endlich das Intervall N—2 

nichtnegative Signatur aufweisen, so 

muB der (N— 3)” Schnittpunkt noch vor dem Punkt } liegen. Dann 
hat das Intervall N— 1 sicherlich negative Signatur. Liegen aber ein 
oder mehrere Schnittpunkte links von b, so hat mindestens ein Intervall 
vor b negative Signatur. Wir erhalten somit stets ein Intervall mit 
negativer Signatur und zwar ist das stets ein inmeres Intervall. Werfen 
wir nun nach dem Vorgang des Herrn Hilb*) der Reihe nach die Punkte 
m, l,---, b,@ ins Unendliche, so gelangen wir zu weiteren Differential- 
gleichungen von dem niimlichen Typus. An Stelle des Parameters A treten 
dann der Reihe nach andere Parameter A,,, A,,---, A, ein. Wir richten 
es so ein, daB durch eine solche Transformation gerade dasjenige Intervall, 
welches negative Signatur hatte, also sicher nicht oszillatorisch war, ein 
iiuBeres Intervall wird. Ist nun der neue Parameter A negativ, so erhalten 
wir ohne weiteres zwei nichtoszillatorische Intervalle; ist aber der neue 
Parameter A positiv, so erhalten wir ein inneres Intervall mit negativer 
Signatur. Da wir gerade das Intervall, dessen nichtoszillatorische Natur uns 
bekannt war, zu einem iiuBeren Intervall gemacht haben, so erhalten wir 
damit ein zweites sicherlich nichtoszillatorisches Intervall: der Fundamen- 
talsatz ist auch fiir den zweiten Fall bewiesen. 


Fig. 2. 


§ 2. 
Abtrennung einer sich gerade voll iiberschlagenden Kreisbogen- 
polygonseite. 


Im folgenden werden wir verschiedentlich durch den ProzeB der Ab- 
trennung einer sich gerade voll iiberschlagenden Seite von einem Kreis- 
bogen-N-Eck zu einem Kreisbogen-(N—1)-Eck mit einem entsprechenden 


*) Math. Ann. 66, 8S. 229 ff. 
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Windungspunkt in der Ecke gelangen. Der ProzeB besteht wesentlich 
darin, dab wir die sich voll tiberschlagende Seite durch eine entsprechende 
Zahl von Kugelhauben ersetzen, so daB also wie bei dem nahe damit ver- 
wandten Prozesse der lateralen Anhiingung einer Kreisscheibe*) das Kreis- 
bogenpolygon einfach zusammenhiingend bleibt. Um dieses naher auszu- 
fihren, denken wir uns das Kreisbogenpolygon auf eine geeignete Rie- 
mannsche Fliche gelegt, die man stets so wihlen kann, daB in allen 
denjenigen Blittern der Riemannschen Fliche, durch die sich die sich 
voll tiberschlagende Seite hindurchzieht, das Innere des Polygons auf einer 
Seite der sich selbst tiberschlagenden Seite liegt. Nun nehmen wir in 
allen diesen Blittern der Riemannschen Fliche die auf der anderen Seite 
der sich selbst voll tiberschlagenden Seite liegende Kugelhaube noch hinzu, 
d. h. wir trennen die Seite ganz ab. 

Nehmen wir an, die beiden Winkel, welche die sich selbst voll iiber- 
schlagende Seite mit ihren beiden Nachbarseiten bildet, seien az, Bz. 
Hatten wir gerade eine volle Uberschlagung, so wird einer der beiden 
Winkel, etwa az, durch die Abtrennung der Seite um a vermehrt. Bei 
jeder weiteren vollen Uberschlagung kommt offenbar eine weitere Ver- 
mehrung um 22 hinzu. Die Polygonseite mége urspriinglich gerade uw, ,+ 1 
volle Uberschlagungen ausgefiihrt haben; nach der allgemein iiblichen Be- 
zeichnungsweise ist dann u,, die Dherecblagungenhl. 

Der Winkel «a aber ist um (2u,,+1)a gewachsen. Betrachten wir 
nun das durch die Abtrennung entstandene Kreisbogen-(N—1)-Eck, so hat 
dasselbe an der kritischen Ecke einen Winkel, der sich zusammensetzt 
aus den beiden Winkeln 


ax+a-+2u_,x und pa, 
der also die Gestalt hat: 

+(a+2u,,+1)2+ Ba. 
Dabei sind die beiden negativen Vorzeichen gleichzeitig unméglich. 

Nehmen wir ein Vorzeichen + und ein Vorzeichen — an, so kénnen 
wir das urspriingliche Kreisbogenpolygon unter Beibehaltung der sich 
gerade voll tiberschlagenden Seite und unter Beibehaltung des Winkels az 
in der Weise kontinuierlich abiindern, daB der Winkel Ba immer mehr 
wiichst, bis schlieBlich der Ausdruck: 
(a + 2u,,+1)a -- pa 


gleich 0 wird. Dann wiirden wir nach Absolvierung der Windungen an 
der Abtrennungsstelle wieder im urspriinglichen Blatt der Riemannschen 


*) Vgl. etwa Klein, ,,Vorlesungen iiber die hypergeometrische Funktion“, Leipzig 
1906, S. 419 ff. 
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Flaiche angelangt sein, was mit der Forderung, daB das Kreisbogenpolygon 
einfach zusammenhingend bleibt, in Widerspruch steht. 

Wir miissen also in dem neuen Kreisbogen-(N—1)-Eck an der Ab- 
trennungsstelle den Winkel 


(a+ B+1+2u,,)% 


einsetzen. 
§ 3. 
Ubergang von den Ergiinzungsrelationen des Dreiecks zu denen des 
Vierecks. 


Unter Erginzungsrelationen versteht Herr Klein die zwischen den 
Winkeln eines einfach zusammenhiingenden Kreisbogenpolygons und den 
Uberschlagungszahlen einer Seite bestehenden Beziehungen. 

Sie lauten fiir das Dreieck*): 

([y—a—P+1\ ,. 
t.e= E(? ceed on ),*) 


9 


(6) up, = E(S— Pt), 
,(B—y—a+l1 
=F ( ied | ; ) . 
Man kann nun, wie aus den Oszillationstheoremen***) unmittelbar folgt, 
der irgendeinem Intervall entsprechenden Seite eines Kreisbogenpolygons 
durch Abiinderung der akzessorischen Parameter in Gleichung (5) eine 
vorgegebene Uberschlagungszahl erteilen. 

Die den singuliren Stellen a, b, c, d (= co) entsprechenden Ecken des 
Vierecks seien a,, b,,¢,,d,. Wir wollen zu erreichen suchen, daB die 
Seite a,b, gerade eine volle Uberschlagung macht; und zwar nur durch 
Abiinderung des Parameters B,. Die Viereckswinkel (d. h. die Exponenten- 
differenzen der Differentialgleichung) bleiben erhalten. Die kontinuierliche 
Anderung von B, setzen wir aber nur solange fort, bis sich zum ersten 
Male irgendeine der vier Seiten gerade voll iiberschligt. 

Die Uberschlagungszahlen der vier Seiten seien Uy) Uzy, Ug Und Uy, 
die Seite, die sich nach Abanderung des Parameters B, gerade voll iiber- 
schliigt, sei b,,c,; die Uberschlagungszahlen der drei anderen Seiten blei- 
ben bei dieser Operation erhalten. Die Uberschlagungszahl von b,c, aber 
ist entsprechend den Festsetzungen bzw. der Funktion  u,, oder u,,—1, 
je nachdem die Seite be sich wachsend oder abnehmend unmittelbar vor 


*) Vgl. Klein, ,,Uber die Nullstellen der hypergeom. Reihe*, Math. Ann. 37, 8. 578. 
*) E(2)=0 fir e<+1, 
E(x) = der gréBten ganzen Zahl unter a fiir z>1. 
***) Enzyklopiidie der math. Wissensch., Ref. Bécher, Il A 7a, S. 454. 
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der Uberschlagung verhiilt. Der Fall, daB eine zweite Seite gerade gleich- 
zeitig zur vollen Uberschlagung kommt, sei vorliiufig ausgeschlossen. 

Trenne ich nach den Regeln des vorigen Paragraphen die sich voll 
tiberschlagende Seite ab, so erhalte ich ein Kreisbogendreieck mit den 
Winkeln «2, da und but+ya+(1+2u,,)x oder bu+yat(1+2(u,,—1))2, 
je nachdem die Uberschlagungszahl der sich voll itiberschlagenden Seite 
gleich geblieben ist, oder um eins abgenommen hat. 

1. Fall: Die Uherschlagungszahl der Seite b,c, im abgeinderten Vier- 
eck sei u,/. 

Wenden wir auf das neue Dreieck die Relationen (6) an, so erhalten 
wir fiir die Uberschlagungszahl der drei anderen Seiten: 


—— ~m(i—s—t=t 


2 2 — they) 
_(*—-8—B—y—1—2u,,+41 a—d—B—y 
u,s = E( rs cE ) — E( 2 = tts) 


me ee re) wo ettrat* +a +3). 
Setzen wir die Anderung des Parameters B, noch in derselben Richtung 
fort, so daB die Seite b,c, weiter wiichst, dann gelangen wir zu Vierecken, 
fiir die u,,, u,g und u;, noch gleich bleiben, u,, aber um 1 gewachsen ist. 
Fiihren wir diese Vierecke durch kontinuierliche Abinderung auf das eben 
untersuchte Dreieck zurtick, so wiirden wir zu den niimlichen Relationen 
gelangen, miiBten jedoch an Stelle von u,, die GréBe u,,—1 setzen. 
Fihren wir nun eine GréBe x derart ein, dab x entweder gleich 0 


oder gleich 1 ist, so kénnen wir zusammenfassend folgende Relationen 
aufstellen: 


Map E(*=*5*-? tie x), 


(7) tg — E(S—P 1-2 _y, +2), 
uy, E(Pt Ie" 1 ye +1). 


Und wir kénnen sagen, daB unter den gemachten Voraussetzungen Vier- 
ecke existieren, sowohl dann, wenn wir in den Relationen (7) x = 0, als 
auch dann, wenn wir x = 1 setzen. 

2. Fall: Die Uberschlagungszahl der Seite b,c, im abgedinderten Viereck 
sei u,,— 1. 

Das analoge Verfahren fiihrt uns zuniichst auf Relationen, die aus 
den Relationen (7) entstehen, indem wir dort fir x den Wert 1 einsetzen. 
Nach weiterer Fortsetzung der Abiinderung des Parameters in dem Sinne, 
daB die Seite b,c, weiter abnimmt, miissen wir an Stelle von u,,—1 den 








me te 
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Wert u,, einsetzen und gelangen zu Relationen, die aus (7) hervorgehen, 
wenn wir fiir x den Wert 0 einsetzen: Die Relationen (7) bleiben in 
Giiltigkeit. 

Uberschligt sich gerade in dem Augenblick, in welchem die Seite b,c, 
zur vollen Uberschlagung kommt, noch eine zweite Seite gerade voll, so 
ist fiir «x entweder der Wert 0 oder der Wert 1 zu setzen. 

Die Relationen (7) — urspriinglich Erginzungsrelationen eines Drei- 
ecks — geben an, daB stets zwei von den Gréfen u,,, u,s, us, gleich 0 
sind. Es bestitigt sich hier fiir das Viereck unmittelbar geometrisch der 
n § 1 abgeleitete Fundamentalsatz. 

u,, Sei nun ungleich 0, dann laBt sich die erste der drei Relationen (7) 
in der Form schreiben: 


, é—a—p—)} 
(8) U.~= = 7 —u,,+%—k, 


wobei die Ungleichung gilt: 
0<k< 1. 


Lisen wir nach u,, auf, so erhalten wir: 
(P—aer Gee 
Us, = E(— ; Ugg t %)° 


Machen wir nun, um Relationen zu erhalten, die symmetrisch zu den 
Relationen (7) sind, versuchsweise den Ansatz: 


ug = E(<+P= 4a, 2-*+1), 


und fiihren den Wert von u,, aus (8) in diese Gleichung ein, so er- 
halten wir: 


u gm E(StES 1-9 5 Poe Pr _y, 41-8) 
= E(—y—u,,+1—) 
= (. 


Da nun in der Tat u,; den Wert 0 annimmt, so ist dieser Ansatz ge- 
stattet. 
Ebenso machen wir den Ansatz: 


a een 
Us, = E(? Sar eee ag t x) 


Mit Riicksicht auf (8) erhalten wir: 


em Da Gen Sw ge fens 


= E(y—6 +4, +h). 
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Da nun aber u,, verschieden von 0 sein soll, so geht aus der ersten der 
Relationen (7) hervor, daB 


6>2u,,+a+B+y7 
ist; umsomehr ist also 


d>u,,+7 
und daher ist, wie es sein mub, 
Us a an 0. 


Damit haben wir die Uberschlagungszahlen wu, sy» Uyas Mia ausgedriickt 
durch die Uberschlagungszahl U,3, Von der wir wuBten, daB sie ungleich 0 
ist. Und zwar sind die gewonnenen Formeln den Relationen (7) voll- 
stindig analog. 





Zu gleichfalls analogen Gleichungen wiirde uns die Annahme u,, un- 
gleich 0 gefiihrt haben. 

Es bleibt noch die Annahme: u;, ungleich 0. Dann ergibt uns die 
dritte Relation (7): 


7 ‘ | 

(9) ~, «= £t2—5 “+us,—x+1—k 
O0<k<l, 

tty, we HO? tw +148. 


Wir fihren ein: 

e=l—x; k=—-1-—k fir 0<k<1l. 
An der Stelle, wo k den Wert +1 annimmt, kommt fiir x nur der Wert 0 
in Betracht. Wir setzen fest, daB fiir k= 1 auch k, den Wert annimmt 


und in diesem Fall x, = 0 zu setzen ist, dann kénnen wir schreiben: 


us, = o+e—Por +u;,—%, +1—k, 


wobei 
0<k, <1. 


Setzen wir fiir x, wieder x, so erhalten wir: 
uy, = E(t SPs 7 +4,.—"+ 1). 


Hierbei gelten fiir x dieselben Bestimmungen wie in Relation (7). 
Um nun auch die Uberschlagungszahlen der beiden anderen Seiten 
durch u;, auszudriicken, mache ich versuchsweise den Ansatz: 
Ug = E(? wT Us, + x) : 


°° 


Setze ich aus (9) den Wert von u;, ein, so ergibt dies 
Ua, = E(—B—u,,+*x—1+k) =0. 
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Damit ist gezeigt, daB der Ansatz erlaubt ist. Entsprechend ergibt sich 
die Zulassigkeit der Gleichung 

ty = EH — 4 +8). 
Auch in diesem Falle gelten also die Relationen, welche den Gleichungen 
(7) analog sind. 

Zusammenfassend ergibt sich der Satz: 

»lst von einer Seite eines Kreisbogenvierecks bekannt, daB sie sich 
wirklich tiberschligt, und bezeichnet man die Uberschlagungszahl dieser 
Seite mit u,,, so gelten die Relationen (7) als charakteristische ,,Er- 
ganzungsrelationen“ des Vierecks.“ 

Auf die nimliche Form lassen sich nach einer Bemerkung des Herrn 
Hilb die von Herrn Ihlenburg auf ganz anderem Wege abgeleiteten Er- 
ganzungsrelationen fiir das Viereck bringen.*) Die Erginzungsrelationen 
(7) lassen sich noch etwas iibersichtlicher schreiben wie folgt: 


beaindeiod sees in. 
sent (up, +> —*) +2 ht) 
Bin «—B—y—d+1 
= 3\- (u, + % x) + 7 , 
“ea = E| (us + pax) t Ptr ioe tt), 


Fiihren wir noch zur Abktirzung ein: 


x ey 
U3, T 2 — 2 = Wy» 


so erhalten wir endlich: 


igh ~ ot 

Ua, = E |= Vsy + — f <1"), 
aegis 

t,g—E{—g,,+- p r }, 
r-—d—a+l1 

uy, — E | Uy + B+y = + 


1 1 
, ‘ : —" Pt : ia 
wobei q,, im allgemeinen die Werte u,,+ und %,— 3 annehmen 
:, - 1 i. 
kann, in speziellen Fallen entweder wu, + -> oder u,,—- ist. Der Aus- 
nahmefall kann offenbar nur dann eintreten, wenn eine der Gleichungen 


+a+Bty+9=—= 2g (g ganze Zahl) 
erfiillt ist. 


*) ,,Uber die geometrischen Eigenschaften der Kreisbogenvierecke“, Dissertation 
Gottingen 1909. 
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§ 4. 
Erweiterung auf das N-Eck. 


Wie wir aus den Ergingsrelationen des Dreiecks diejenigen des 
Vierecks ableiteten, so kénnen wir aus denen des Vierecks zu denen des 
Fiinfecks gelangen und so fortschlieBend von den Erginzungsrelationen 
des (N— 1)-Ecks zu denen des N-Ecks aufsteigen, indem wir durch Ab- 
finderung der Parameter B in Gleichung (5) eine Seite des N-Ecks zur 
vollen Uberschlagung bringen. Dabei werden die Relationen fiir das Fiinf- 
eck stets dann gelten, wenn von zwei Seiten bekannt ist, daB sie sich 
wirklich tiberschlagen, fiir das N-Eck, wenn wir von (N— 3) Seiten wissen, 
daB sie sich wirklich tiberschlagen.*) 

Die Winkel des N-Ecks seien: 


a, By, +++) bv, 


die Uberschlagungszahlen 


Ua» Usys "8 'y Uy, Ua 


Beachten wir, da8 die Uberschlagungszahlen derjenigen Seiten, von 
denen wir von vornherein wissen, daB sie sich wirklich iiberschlagen, stets 
in der Kombination ge to —* = Gor auftreten, so kénnen wir als 
Erganzungsrelationen fiir das N-Eck offenbar Gleichungen von folgender 
Form aufstellen, wenn wir annehmen, daB uns iiber die Uberschlagungs- 
zahlen u,,, j,, “,9 zuniichst nichts bekannt ist, 


top El > (4%. + trem btrtet-t rt, 
(0) = E{ S44.) PM Sead bet > > - ptrbtt- te) 


no — Bl Sire.) + 8 Oke k h ited toy, 


Dabei ist (+4,-) tiber alle g zu erstrecken mit Ausnahme von 4,,, 
ot. as 


9s.» Ing: Ferner gilt folgende Vorzeichenregel: 

»Die zu aneinander angrenzenden N-Ecks-Seiten gehérigen Yox treten 
mit dem nimlichen Vorzeichen auf; die Winkel o tragen das nimliche 
Vorzeichen wie die g,, und g,,. Alle GréBen, deren Vorzeichen durch 
diese Regeln nicht bestimmt sind, miissen mit positivem Vorzeichen ein- 
gesetzt werden.“ 


*) Diese Auszeichnung der sich iiberschlagenden Seiten liegt, wie sich schon 
beim Kreisbogenviereck zeigte, in der Natur der Erginzungsrelationen. 
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Nach diesen Bestimmungen spreche ich den Satz aus: 

»Wissen wir von (N— 3) Seiten eines einfach zusammenhiingenden 
Kreisbogen- N-Ecks, daB sie sich wirklich tiberschlagen und bezeichnen 
wir die Uberschlagungszahlen der drei anderen Seiten mit Ug, Ug, und 
u, 9, dann gelten die Gleichungen (10) als Erginzungsrelationen. Dabei 


1 “we 
+> und u — ein- 


kénnen wir im allgemeinen fiir g,, den Wert u we 


ot 
setzen. In speziellen Fallen ist nur einer dieser Werte méglich. Diese 
Fille kénnen nur eintreten, wenn eine der Gleichungen 


t+oe+B+---+tu+tv—2g (g ganze Zahl) 
gilt.“ Speziell ergibt sich daraus der Satz, daB in jedem Kreisbogen-N- 
Eck mindestens zwei Seiten vorhanden sind, die sich nicht tiberschlagen. 


§ 5. 
Aufstellung notwendiger*) Bedingungen fiir Kreisbogen-N-Ecke mit 
weniger als NV — 3 sich selbst iiberschlagenden Seiten. 


Die in den vorausgehenden Paragraphen aufgestellten Erginzungs- 
relationen geben uns Rechenschaft iiber die im einfach. zusammenhingen- 
den Kreisbogen-N-Eck herrschenden Verhiltnisse, falls mindestens N—3 
sich wirklich iiberschlagende Seiten vorhanden sind. Es soll nun untersucht 
werden, unter welchen Bedingungen Fiille eintreten kénnen, in denen 
weniger als NW —3 Seiten sich iiberschlagen. Aus den Ergiinzungsrelationen 
fiir das Dreieck (6) ergeben sich zuniichst die notwendigen und hinreichen- 
den Bedingungen, unter denen im Dreieck sich keine Seite tiberschlagen 
kann. Sie lauten: 

ae<B+y+1, 
B<cvy+ert+l, 
y<a+f6+l. 


Nehmen wir an, wir hitten ein Viereck, in welchem sich keine Seite 
selbst tiberschligt, dann andern wir wie in den vorausgehenden Paragraphen 
das Viereck unter Beibehaltung der Winkel so lange, bis eine Seite sich 
gerade voll iiberschligt, und trennen die Seite ab. Sei diese sich zuerst 
tiberschlagende Seite die Seite c,d,, so erhalten wir nach der Abtrennung 
ein Dreieck, in welchem sich keine Seite iiberschliigt. Das gibt uns die 
Ungleichung 

ae<ptyt+s+2, 
Bcatytdt 2, 
y+d<at+f8. 


*) Die Frage nach hinreichenden Bedingungen, die nur von den Winkeln ab- 
hiingen, wiire natiirlich widersinnig. 
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Hitten wir nun angenommen, eine der drei anderen Seiten tiberschliige 
sich zuerst gerade voll, so wiirden wir auf drei weitere Ungleichungs- 
tripeln gefiihrt worden sein, die aus der angefiihrten durch zyklische Ver- 
tauschung der WinkelgréBen hervorgehen. 

Die Erfillung eines dieser drei Ungleichungssysteme stellt uns die 
gesuchte notwendige Bedingung dafiir dar, daB in dem Viereck keine Seite 
sich selbst iiberschligt. Uber die gegenseitigen GréBenverhiiltnisse der 
Winkelzahlen kénnen wir somit die fiir die Erfillung der angeschriebenen 
Ungleichungen giinstigste Annahme machen, und verfiigen: 

a>B>d, 
a>y. 
Dann ist die zweite und dritte Ungleichung ohne weiteres erfiillt, die 
erste gibt uns die Bedingung 
e<pt+y+d+2, 
der wir um zu einem allgemeinen Resultat zu gelangen noch die weiteren 
hier von selbst erfiillten anfiigen: 
B<yvyt+d+a+2, 
6<a+B+y74+2. 

Um zu entsprechenden Bedingungen beim Fiinfeck zu gelangen, andern 
wir das Fiinfeck, welches keine sich selbst tiberschlagende Seite hat, so 
lange kontinuierlich, bis eine Seite sich gerade voll iiberschligt. Nach 
Abtrennung dieser Seite geben uns die Ungleichungen (11): 


ae<Bt+y+d+et+3, 
Bcytd+et+a+ti3, 
y<O+e+a+fh+3, 
d+e<a+fB+y+l. 
Ohne die Allgemeinheit zu beschriinken kénnen wir annehmen: 
a>B>e, 
“>? 
a>d, 
dann gelten die zweite, dritte und vierte Beziehung ohne weiteres; die 
Ungleichung 














“ae<Bt+yt+dt+et+3 


gibt uns, falls a der gréBte Winkel des Fiinfecks ist, eine notwendige Be- 
dingung dafiir an, daB keine Seite des Fiinfecks sich tiberschlagt. 
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So fort schlieBend gelangen wir beim N-Eck, dessen Seiten sich 
nicht tiberschlagen, zu der Bedingung: 


e<Ptyte-tutv+N-2, 


wenn « der gréBte Winkel des N-Ecks ist. Wie uns die Erginzungs- 
relationen fiir das Dreieck Bedingungen dafiir verschafft haben, daB keine 
Seite des N-Ecks sich zu iiberschlagen braucht, genau ebenso kann man 
aus den Ergiinzungsrelationen fiir das Viereck Bedingungen herleiten, die 
aussagen, daB sich in einem N-Eck nur eine Seite zu tiberschlagen braucht, 
wobei natiirlich in die Relationen auch die Uberschlagungszahl dieser 
Seite eintritt. So fortfahrend stellen wir ganz allgemein aus den Ergiin- 
zungsrelationen fiir das N-Eck notwendige Bedingungen dafiir auf, daB 
sich in einem Kreisbogenpolygon nur N — 3 Seiten selbst tiberschlagen. 

Wir beschriinken uns darauf ein spezielles Beispiel durchzurechnen. 

Gegeben sei ein Fiinfeck. Es mige sich nur die Seite a,b, tiber- 
schlagen, ihre Uberschlagungszahl sei U,3- Ach andere das Fiinfeck unter 
Beibehaltung der Winkel so lange, bis sich gerade eine Seite voll tiber- 
schligt. Fiinf Fille sind denkbar: 

1. a,b, therschliigt sich gerade voll; die Uberschlagungszahl ist u, ,—%, 
wobei x den Wert 0 oder 1 annimmt. . 

2. b,¢,; 3. e,d,; 4. d,e,; 5. e,a, tiberschliigt sich gerade einmal. Die 
sich voll tiberschlagende Seite trennen wir ab. 

1. Fall: Man erhilt ein Viereck, dessen Seiten sich nicht tiber- 
schlagen, es gelten die Relationen (11), woraus folgt: 


a+ B+ 2(u,,—x)<yt+d+e+1, 


(12) y <a@+B+0+6e+2(u,,—%) +3, 
n) <a+B+y+et+2(u,,—«) + 3, 
é <a+B+y+9+2(u,,—x) +3. 


2. Fall: Man erhalt ein Viereck mit nur einer sich selbst iiber- 
schlagenden Seite. Die linken Seiten der Ergiinzungsrelationen (7) miissen 
0 gesetzt werden und wir erhalten: 

G<a+Bt+y+et 2(u,,—x) +3, 
e<at+B+y+t+d+2(u,,—x) + 3, 
a+ B+y+1+2(u,,—%) <d+e. 

3. Fall: 

y+O<at+Ptet2(u,,—x) +1, 
B<a+B+y+0 + 2u.,—x) +3, 
a+ B+2(u,,—*%)<ytdtet 5. 
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4. Fall: 
y<e+hB+d+e+2(u,,—x) +3, 
O+e<cae+p+yt+2(u,,—x) +1, 
a+ B+2(u,,—x)<yt+d+et+l. 


5. Fall: 


G<a+Bt+y+et 2(u,,—x) + 3, 
y<atBt+d+et 2(u,,—x) +3, 
ae+Bt+et+1+2(u,,—x) <td. 
Man erkennt sofort, daB wenn eine der Ungleichungsgruppen unter 
2., 3., 4. oder 5. erfiillt ist, dann um so mehr auch die Ungleichungs- 
gruppe (12) erfiillt ist. Die Relationen (12) stellen also die gesuchte 
notwendige Bedingung dar. 
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Zur Theorie der endlichen Abelschen Gruppen. 
Von 
E. Fiscuer in Erlangen. 


Fiir endliche Gruppen von linearen homogenen Transformationen 
(mit nichtverschwindenden Determinanten) in » Variablen — i. F. kurz 
ylineare Gruppen“ genannt — habe ich in einer in den Gott. Nachr. 1915 
erschienenen Note das Isomorphieproblem der Invariantenkérper formuliert. 
Es scheint mir aber jetzt sachgemiiBer, die Fragestellung auf Cremona- 
transformationen (birationale Transf, in » unabhingigen Variablen) zu 
erweitern. Der Erfolg zeigt sich sofort darin, daB man nun die Begriffs- 
bestimmung des Invariantenkérpers von den Transformationsgruppen ab- 
lésen und allein auf die allgemeinen Begriffe der Kérpertheorie griinden 
kann; der maSgebende Begriff ist dann der eines Galoisschen Kérpers 
(Normalkérpers). Ich setze in § 1 der gegenwiirtigen Arbeit das Isomor- 
phieproblem nochmals, aber in der neuen Auffassung, auseinander, ohne 
dabei die Kenntnis der friiheren Note vorauszusetzen.*) 

Fiir den einfachsten Fall, den einer Abelschen linearen Gruppe, habe 
ich in der erwihnten Note das Isomorphieproblem des Invariantenkérpers 
gelést, nimlich gezeigt, daB der Invariantenkérper isomorph ist dem Kérper 
aller rationalen Funktionen von » Variablen. Was ist nun damit fiir die 
auf Cremonatransformationen erweiterte Fragestellung erreicht? 

Ist [A,,---,A,] eine Gruppe von Cremonatransformationen und S 
irgend eine Cremonatransformation, so wird [S~*A,S,---,S-*A,S] eine zu 
der ersteren iiquivalente Gruppe genannt, und es werden hiernach alle end- 
lichen Gruppen von Cremonatransformationen in Klassen iiquivalenter einge- 
teilt, die wir kurz Cremonaklassen nennen. Dann ist das Isomorphieproblem 
des Invariantenkérpers fiir diejenigen Klassen gelést, welche die doppelte 
Kigenschaft besitzen aus Abelschen Gruppen zu bestehen und mindestens 


*) Durch ganz andere Uberlegungen (Anwendungen auf metazyklische Glei- 
chungen) ist auch Fri. E. Noether zu der Forderung gefiihrt worden die Fragestellung 
auf Cremonatransformationen zu erweitern. 
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eine lineare Gruppe zu enthalten. Betrachtet man daher alle Gruppen 
von Cremonatransformationen einer gegebenen Variablenzahl », welche 
einer gegebenen abstrakten endlichen Abelschen Gruppe § (holoedrisch) 
isomorph sind, so zerfallen dieselben im allgemeinen in gewisse Cremona- 
klassen, und es entsteht die Frage, wie sich in diese Klassen die linearen 
Gruppen verteilen mégen. Die Untersuchung (§ 2) lehrt nun, daB sie alle 
in einer und derselben Cremonaklasse stehen, m. a. W. daB der Satz gilt: 

Isomorphe lineare Abelsche Gruppen von gleicher Variablenzahl kinnen 
stets durch Cremonatransformation ineinander iibergefiihrt werden. 

Um also die linearen Gruppen von gegebener Variablenzahl n, die 
einer gegebenen abstrakten endlichen Abelschen Gruppe § isomorph sind, 
im Sinne der Cremona-Aquivalenz zu kennen, geniigt es eine einzige solche 
Gruppe zu bilden. Bei geeigneter Wahl dieser kanonischen Gruppe be- 
steht der Invariantenkérper aus allen rationalen Verbindungen von 


Po . er 
19° *% Try Leet, ***y Tay 


worin ¢,,---,é, die Frobenius-Stickelbergerschen*) Invarianten der ab- 
strakten Gruppe § bedeuten, (Fiir »<r gibt es keine zu § isomorphe 
lineare Gruppe in » Variablen.) Durchliuft § alle abstrakten endlichen 
Abelschen Gruppen, so durchliuft*) (e,,---, ¢,) alle Systeme von ganzen 
Zahlen >1, in welchen jede Zahl e, durch die nichstfolgende e,,, teil- 
bar ist. — 

Die Beweisfiihrung beruht, genau wie in der friiheren Note, auf der 
Reduktionstheorie der Matrizes mit ganzzahligen Elementen. Ganz ahn- 
liche Anwendungen machen aber von dieser Theorie Frobenius-Stickel- 
berger**) in der Lehre von der Darstellung einer abstrakten endlichen 
Abelschen Gruppe durch eine Basis. Diese Analogie hat nun ihren Grund 
in einem wirklichen Zusammenhang, der durch den Umstand vermittelt 
wird, daB die Gruppencharaktere eine zu der gegebenen Gruppe isomorphe 
Gruppe bilden.***) Ich habe aber eine davon unabhingige Darstellung 
vorgezogen. 


i+1 


*) Uber Gruppen von vertauschbaren Elementen, Crelle 86, § 7. 

**) Ebenda § 10. 

**) Weber Algebra (2. Aufl.) IT, S. 52. — Bezeichnet man die Charaktere mit 
Zp(A4), wo B und A Elemente der abstrakten Gruppe  bedeuten, so erhilt man jede 
zu § isomorphe lineare Gruppe in » Variablen, in welcher (vermége linearer Trans- 
formation) die Variablen bereits getrennt sind, folgendermaBen. Man wihle aus § 
irgend n (gleiche oder verschiedene) Elemente B,, ---, B, aus, jedoch so, daB sich 
aus ihnen die ganze Gruppe § multiplikativ zusammensetzen lift (damit die Iso- 
morphie eine holoedrische werde), und ordne nun allgemein dem Elemente A von 
die Transformation 


a, = tp, (A)@y, «++» % = Xp, (Aa, 











Endliche Abelsche Gruppen. 83 


§ 1. 
Der Begriff des Invariantenkérpers. 


Es sei © der Kérper aller komplexen Zahlen c, und ® der Kérper, 
welcher aus © durch Adjunktion der » unabhingigen Variablen z,, -- -, z, 
* entsteht. Wir betrachten nun Kérper zwischen © und R, d. h. Kérper, 
die zugleich Oberkérper von © und Unterkérper von ® sind. Unter 
Funktionenkirpen wollen wir im folgenden ausschlieBlich solche Kérper & 
zwischen © und St verstehen, daB R ein algebraischer Kérper iiber R 
ist, m. a. W. daB es in & ein System von » Elementen gibt, die in bezug 
auf © algebraisch unabhingig sind. (R inklusive.) 

Unter einer isomorphen Abbildung des Funktionenkérpers 8 auf den 
Funktionenkérper & verstehen wir eine solche umkehrbar eindeutige Zu- 
ordnung zwischen den Elementen @ von & und den Elementen g’ von &’, 
daB die Beziehungen (9, +9.) = 9, + 9, und (9,9) = 9,’ 9,’ gelten, 
und da® jedes einzelne Element von © sich selbst entspricht, c —c. Zwei 
Funktionenkérper heiBen isomorph, wenn es zwischen ihnen wenigstens 
eine isomorphe Abbildung gibt. 

Unter einer Cremonatransformation verstehen wir eine isomorphe Ab- 
bildung des Kérpers i auf sich selbst. 

Diese Benennungen vorausgeschickt, betrachte ich jetzt eine besondere 
Art von Funktionenkérpern: 

Definition. Ein Funktionenkérper & heiBt ein Invariantenkorper, 
wenn t ein Galoisscher Kérper iiber & ist, d. h. wenn die in bezug auf 
R zu KR konjugierten Kérper mit R identisch sind. 

Es sei nun § ein Invariantenkérper, und es sei $i vom Grade h 
iiber &. Ich wende nun den Grundgedanken der Galoisschen Theorie, in 
Dedekindscher Auffassung*), an. Sie erstrebt die Ubersicht tiber die 
zwischen & und ® liegenden Kérper und die zwischen ihnen bestehenden 
Relationen des Enthaltenseins, und sie bedient sich dazu der Galoisschen 
Gruppe. Es gibt naimlich h und nur h Cremonatransformationen, bei wel- 


zu. Dann wird aber — und darin besteht der gemeinte Zusammenhang — 
Ae +0 Onin = Lp(A) af va af, 
worin 


R= Bi... Bin 


ist. Daher ist 2f*--- a2" dann und nur dann absolute Invariante, wenn R das Ein- 
heitselement der Gruppe § wird. Und der auf die Variablen z,, ---, x, ausgetibten 
Cremonatransformation von der besonderen Gestalt (1) in § 2 entspricht eine ebenso 
gebaute Transformation der Gruppenelemente B,, ---, B,. 

*) Dirichlet-Dedekind, Zahlentheorie, 4. Aufl., §§ 160—167. 


6* 
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chen jedes Element von & sich selbst entspricht, und diese bilden eine 
Gruppe §; sie heiBt die Galoissche Gruppe von ® iiber S, oder kurz die 
Gruppe von &. Dabei gibt es auBerhalb des Kiérpers & kein Element 
von fi, welches bei allen h Transformationen von § sich selbst entspriche : 
R ist also durch § zuriickbestimmt. 

Umgekehrt geben wir von einer endlichen Gruppe § von h Cremona- 
transformationen aus. Unter einer absoluten Invariante von § verstehen 
wir ein Element von 8, welches bei allen Transformationen von § sich 
selbst entspricht; die absoluten Invarianten von § bilden einen Kérper &. 
Dieser Kérper & ist nun*) ein Invariantenkérper im Sinne der obigen 
Definition, d. h. ® ist algebraisch und Galoissch iiber &. Wir nennen 
& den Invariantenkérper von §. Dabei ist*) # vom Grade h iiber &, 
daher gibt es auBerhalb der Gruppe § keine Cremonatransformation, bei 
der jedes Element von & sich selbst entspriiche: § ist also durch & 
giriickbestimmt, als seine Galoissche Gruppe. 

Das Isomorphieproblem des Invariantenkérpers besteht nun in der 
Frage, welche unter den Invariantenkérpern zueinander isomorph sind, 
und wie man die Isomorphie von Invariantenkérpern an ihren Gruppen 
erkennt. — 

Zur Vereinfachung der Untersuchung dient der Begriff der Aquivalenz. 
Ist & ein Funktionenkérper und S eine Cremonatransformation, so gehen 
die Elemente von & bei Ausiibung von S in gewisse Elemente aus R 
iiber, deren Gesamtheit wieder einen Funktionenkérper & bildet. & und 
&’ heiBen dann iiquivalente Kérper. Die Aquivalenz von Funktionenkérpern 
ist also ein Spezialfall ihrer Isomorphie. Ist nun speziell & ein Invarianten- 
kérper, so ist auch &’ ein Invariantenkérper; hat R die Gruppe =[A,,---, A,], 
so hat &’ die Gruppe S~'$S—[S~-'4A,S, --., S-'A,S]. Wir nennen 5 
und S~'§S fquivalente Gruppen. Sowohl die Funktionenkérper als auch 
die Gruppen teilen wir nach der Aquivalenz in Klassen ein. 

Uber die formelmaBige Darstellung von Cremonatransformationen gilt 
Folgendes. Unter einem Koordinatensystem verstehen wir eine Auswahl 
von » Elementen y,,---, y, aus R, welche, zu © adjungiert, R ergeben. 
Ein Koordinatensystem geht durch eine Cremonatransformation wieder in 
ein Koordinatensystem iiber; und zu jedem Paare von Koordinatensystémen 
gibt es eine und nur eine Cremonatransformation, welche das erste in das 
zweite tiberftihrt. Ist y,,---,y, ein Koordinatensystem, und wird es durch 
die Cremonatransformation A in das Koordinatensystem 


(1) Ys: =f, (Yr9°- Ya)» “> Y= Fa(Yas °°» Ya) 





*) Weber, Algebra II, 2. Aufl. § 58 (daB dort nur lineare Gruppen betrachtet 
werden, ist unwesentlich). 
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tibergefiihrt, so sagt man, die Cremonatransformation A werde durch das 
Formelsystem (1) dargestellt. Gehen dann y,,---,y, durch die Cremona- 
transformation S in z,,---, 4, tiber, so wird S~1AS durch das Formel- 
system 2,°= f,(2,,--+,%,))°**) 2n =f,(%,°*+,2,) dargestellt. Nimmt man 
in (1) fiir y,,---, y, gerade das Koordinatensystem z,,---, %,, und sind 
nun f,,---,/, lineare homogene Funktionen, so heiBt A eine lineare Trans- 
formation.*) 


§ 2. 
Die linearen Abelschen Gruppen. 


Es sei  =[A,,---,A,] eine abstrakte endliche Abelsche Gruppe und 
§* eine zu § isomorphe Gruppe, welche aus h verschiedenen linearen 
Transformationen in 2,,---, %, besteht. Ohne Beschriinkung der Allge- 
meinheit**) diirfen wir annehmen, daB in $* die Variabeln getrennt sind, 
daB also die dem abstrakten Element A, zugeordnete Transformation von 
§* durch ein Formelsystem 


, , 
Hy = Oy, °° 1 = &, 2, 


mit konstanten « dargestellt wird (k= 1,---,h). 

I. Wir gehen nun durch eine Cremonatransformation S, die 2,,---, x, 
in y,,°-+,¥, tiberfiihren mag, zu der aquivalenten Gruppe S~'H*S tiber. 
Wir verwenden aber hierbei nur solche besondere S, die durch ein Formel- 
system von der Gestalt 


ain 
a 


f 411 Gn1 a 
(1) Y¥, = 2,"++- a 9°° Ym" 2" 


n 


dargestellt werden, worin die a ganze Zahlen 20 bedeuten. Da hiernach 
allgemein 


Pe on ne em. ng 
Yy y, =% x, 


a 


mit 
(2) Oy = 44,6, +++ + G,16,,°* 0, = 4,5 +> + 4,,6, 


wird, so ist, damit (1) wirklich eine Cremonatransformation darstellt, not- 
wendig und hinreichend, da fiir unabhingige ganzzahlige Variable 6,,---, 6, 
die Formeln (2) auch alle méglichen ganzzahligen Wertsysteme g,, -:-, 9, 
liefern, d. h. daB (2) unimodular ist: 


*) Frl. Noether macht mich auf die Programmabhandlung von Liiroth ,,rationale 
Flichen und involutorische Transformationen“ (Freiburg 1889) aufmerksam, welche 
mit der im obigen Paragraphen dargelegten Auffassung Beriihrungspunkte hat. Liiroth 
beschrinkt sich aber nicht auf Invariantenkérper im obigen Sinne und mu8 deshalb 
auch an irrationale Transformationen denken. 

**) Sonst gibt es niimlich eine solche lineare Transformation 7, daB fiir T-*H*T 
die Annahme zutrifft. Vgl. etwa I. Schur, Berl. Ber. 1905, 8. 418. 
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Byy 5 ***y Ny 


=+1 
Gary ** "2 Fan 
Die Gleichungen (2) fassen wir symbolisch zusammen in 
(3) (e) = Uo). 


Es handelt sich nun darum die Transformation S so zu wihlen, also 
itiber die Zahlen a so zu verfiigen, daB fiir die Gruppe S~'H*S die Dar- 
stellung in den Variablen z,,---,z, méglichst einfach ausfallt. Den zur 
Prazisierung dieser Aufgabe nétigen Gesichtspunkt liefert uns nun der 
Invariantenkérper. 

Il. Wir betrachten diejenigen absoluten Invarianten g von $*, welche 
die Gestalt 





@ = ai... os 

haben, worin die w ganze Zahlen S 0 bedeuten; sie mégen fiir den Augen- 
blick die elementaren Invarianten heiBen. Unter ihnen kommen 2}, -. -, x4 
vor. Wir bezeichnen mit 


Mit Min Hmi.. 


P, = 7%, edie * 9°°93»Fa = 4, 
die Invarianten z},---,2* und alle diejenigen elementaren Invarianten, 
deren saimtliche Exponenten dem Intervalle 0<<h angehéren. Dann 
hat die Matrix 


“mn 
zy, 


Bit > ** > Lia 


Bais’ **s Umn 
den Rang ». Durch g,, ---, @,, lassen sich ferner alle anderen elemen- 
taren Invarianten rational ausdriicken. Daraus folgt offenbar, wie tibrigens 
in der friiheren Note genauer ausgefiihrt ist, daB sich iiberhaupt alle ab- 
soluten Invarianten von $* rational (mit Koeffizienten in ©) durch 9,, --+, 9,, 
ausdriicken lassen. Es ist ferner allgemein 

. Py Dm ay +. we” 
mit 
Oy By hy tT it Ts * On = Mints + -°* T Um 
was wir in 
(o) = M(x) 
zusammenfassen. 
Statt durch g,,---, g,, kann man aber auch durch 


b. 


b olm ™m mm 
y= 9," °*- DO, °° 7 Va = "ore 
alle absoluten Invarianten rational ausdriicken, wenn die b, ahnlich den 
a in (1), ganze Zahlen von der Determinante +1 sind. Dabei ist allgemein 


a t 
8 m 


dm Tt 
Y, oo Uma g++, 
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mit dem zu (3) analogen Gleichungssystem 
(x) = B(a). 
Mithin ist 
wi o<s yim = a “ene 
(6) = MB(a), 
worin das Symbol MB im Sinne der Komposition der Matrizes zu ver- 
stehen ist. 


mit 


Ill. Die absoluten Invarianten der Gruppe S~-'*S driicken sich 
rational durch diejenigen Invarianten 7,,---, z,, aus, welche aus y,, ---, ¥,, 
durch Ausiibung von S entstehen. Nun ist zy} ---y’m—yn..-y% mit 


(6) = MBA), mithin schlieBlich 


a Am o On 
(4) Xs a Xm _ x" ot ha Zh 
mit 
(5) (o) = AM Bir). 


Darin ist Mt eine gegebene ganzzahlige Matrix von m Zeilen und m Spalten 
und vom Range n. Dagegen sind % und 8 zwei noch verfiigbare ganz- 
zahlige unimodulare Matrizes. 

Nach der Elementarteilertheorie der ganzzahligen Matrizes kann man 
iiber M und B so verfiigen, daB (5) die Gestalt 


Oy = Cray, + +) On = Cn An 


erhilt, worin ¢,,---,¢, positive ganze Zahlen sind, von denen jede e, 
durch die niichstfolgende ¢,,, teilbar ist. Nach (4) besteht dann die 
Reihe 7,,---,7,, aus 2i1,-++,a°", 1,-+-, 1. Setzt man noch in Evidenz, 
wie viele der Zahlen e, = 1 sind, so kann man das bisherige Resultat so 
formulieren: 

Die durch (1) gegebene Cremonatransformation S laBt sich so wiihlen, 
daB der Invariantenkérper von S~*H*S derjenige Korper &, ist, welcher 
aus dem Konstantenkirper © durch Adjunktion von 


(6) Ae Deer's zy 
entsteht.*) Dabei sind die Anzahl r und die Zahlen e,,---,e, durch die 
Matrix M, also durch die Transformationsgruppe §*, bestimmt (r < n, 
e, >1, e, durch e;,, teilbar). 

IV. Folglich ist umgekehrt ($ 1) die Gruppe S~'*S nichts anderes 
als die Galoissche Gruppe $, des durch (6) definierten Invariantenkérpers 


*) Als die in der allgemeinen Auflisungstheorie der Abelschen Gleichungen 
vorkommenden, reinen Gleichungen geniigenden, HilfsgréBen (vgl. Loewy in Pascals 
Repertorium 11 der zweiten deutschen Ausgabe, Seite 309, Satz II) treten also hier 
die Variablen z,,---,x, selbst auf. 
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R,, d. i. die Gesamtheit aller derjenigen Cremonatransformationen, welche 
jede der Funktionen (6) in sich iiberfiihren. Wenn nun eine solche Trans- 
formation z, in ,° tiberfiihrt, so mu8 2° — ap sein; mithin ist der 
Quotient “1 eine rationale Funktion, deren e,” Potenz identisch = 1 ist, 


folglich eine Konstante é,. Die Transformation wird daher durch ein 
Formelsystem 


(7) Bi F,0,, °° DH ED,, By Uy UH, = 

dargestellt, worin ¢, eine e¢,",---, ¢, eine e,” Einheitswurzel bedeutet. 
Umgekehrt gibt (7) bei jeder Auswahl der Einheitswurzeln wirklich eine 
Cremonatransformation, und zwar eine solche, die jede der Funktionen (6) 
in sich iiberfiihrt. Folglich besteht , aus den e, --- e, Transformationen, 
die aus (7) bei beliebiger Auswahl der Einheitswurzeln entspringen. Also 
ist S~*$*S eine lineare Gruppe mit getrennten Variablen, was freilich 


schon vor der Spezialisierung der a vorauszusehen war. Nebenbei folgt 
é, °°: e.=h. 

Aus (7) ist aber ersichtlich, daB man aus der abstrakten Gruppe 5 
derart r Elemente A,,---, A, auswihlen kann, daB durch 

A®.-- A’ fiir a, =0,1,---,¢,—1;---3a,=0,1,--,e—1 
alle Elemente von § und jedes nur einmal erhalten werden. Uberdies ist 
e, durch e,,, teilbar und e,>1. Nach Frobenius-Stickelberger*) hingen 
daher sowohl r als auch e,,---,e, bloB von der abstrakten Gruppe § ab; 
r hei®Bt der Rang, e¢,,---,¢, heiBen die Invarianten von §. Wir sind daher 
zu folgendem Ergebnis gelangt: 

Es sei § eine abstrakte endliche Abelsche Gruppe vom Range r und 
mit den Invarianten e,,---,e,. Ist dann n<r, so gibt es keine mit $ 
holoedrisch isomorphe Gruppe von linearen homogenen Transformationen in 
n Variablen. Ist aber n> r, so gibt es solche; und gu jeder solchen $* gilt 
es eine Cremonatransformation S, sodaB S~*$*S die bestimmte durch (7) 
gegebene Gruppe , wird. 

Der Invariantenkirper &, von , besteht aus allen rationalen Verbin- 
dungen der n algebraisch unabhiingigen Invarianten x, - + -, xr, @, 45, +++ Bq 
und ist daher dem Korper aller rationalen Funktionen von z,, +++, 2, iso- 
morph. Das Letetere gilt daher auch von dem zu &, dquivalenten (§ 1) In- 
variantenkirper R* von H*. 


Erlangen, April 1915. 


l. c. § 7; vgl. auch ebenda § 8 oder Weber, Algebra II. 2. Aufl. § 12. 
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Der Endlichkeitssatz der Invarianten endlicher Gruppen. 
Von 


Emmy Noeruer in Erlangen. 


Im folgenden soll ein ganz elementarer — nur auf der Theorie der 
symmetrischen Funktionen beruhender — Endlichkeitsbeweis der Invarian- 
ten endlicher Gruppen gebracht werden, der zugleich eine wirkliche Angabe 
des vollen Systems liefert; wihrend der gewéhnliche, auf das Hilbertsche 
Theorem von der Modulbasis (Ann. 36) sich stiitzende Beweis nur Existenz- 
beweis ist.*) 

Die endliche Gruppe § bestehe aus den h linearen Transformationen 
(von nichtverschwindender Determinante) A, --- A,, wobei durch A, die 
lineare Transformation 


n n 
(k) (k) (k) (k) 
a, -> a, ae) fe z,, -> a,%, 
v=1 v=1 


oder abkiirzend: (2“)) = A,(x) dargestellt sei. Die Gruppe § fihrt also 
die Reihe (x) mit den Elementen x, ---, iiber in die Reihen (2) mit 
den Elementen 2 --- 2. Da unter A,--- A, die Identitiét enthalten 
sein muB, ist auch unter den Reihen (a) die Reihe (2) enthalten. — 
Unter einer ganzen rationalen (absoluten) Invariante der Gruppe sei eine 
solche ganze rationale Funktion von 2,--- 2, verstanden, die bei An- 
wendung von A, --- A, identisch ungeindert bleibt; fiir eine solche In- 
variante f(x) gilt also: 


h 
) ™~ 1 aly 
(1) f(a) = f(a) = --- = f@) = 7D 1@"). 
k=1 
1. Formel (1) driickt aus, daB f(x) eine ganze rationale, symmetrische 
Funktion der GréBenreihen (x) --- (2) ist — und zwar handelt es 


sich, da jeder Summand f(z) nur die eine Reihe (#) enthilt, um den 
einfachsten, gewdhnlich als einfdrmigen bezeichneten Fall. Nach dem be- 


*) Vgl. etwa Weber, Lebrbuch der Algebra (2. Aufl.) 2. Band, § 57. 
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kannten Satz tiber die symmetrischen Funktionen von GréBenreihen*) ist 
also f(x) ganz und rational durch die symmetrischen Elementarfunktionen 
dieser Reihen darstellbar, d. h. durch die Koeffizienten _ ee (a) der 
»Galoisschen Resolvente“: : 


(z, u) -[]¢ + uy, a) 4. t+» ua”) 





ay 
= 2 +36,, scary (2) Bust + 0" ash 
wo die Ti nce (x) Invarianten vom Grade a, +---+ a, in den @ sind. 
Somit ist bewiesen: { 


Die Koeffizienten G.....«,(@) der Galoisschen Resolvente bilden ein 
volles Invariantensystem der Gruppe derart, daB jede Invariante sich ganz 
und rational durch diese endlich vielen Invarianten darstellen léft. 

2. Man kann auch, von (1) ausgehend, die folgende noch elemen- 
tarere Betrachtung anstellen,**) die zugleich zu einem zweiten vollen 
System fiihrt. Sei gesetzt 


fla) =a + batts akt pees peat as, 


wo a,b,---,¢ Konstanten bedeuten, so hat man nach (1): 


A h 


i 3" ; Ky" (K)"" 
b-f(z)—h-a+b- >" a! git? cee 4+.--+¢- > a? ar a 
k=1 bat 
=h-at+b-d,.. ts te-d,.....: 


Jede Invariante liBt sich also ganz und linear aus den speziellen: 


h 
“ 


(k) 1 ie 
Fiy--sun ™ > 2 ee © 


k=1 


zusammensetzen, und es geniigt daher der Nachweis fiir diese speziellen. 
J,,,..-» bildet aber, abgesehen von einem Zahlenfaktor, den Koeffizient von 
“a 


ui* +--+," in dem Ausdruck 
4 a?) 
8, => ite, 1 uz n ); 
kz=1 
wo u=u,+---+4m, gesetzt ist, und der die u* Potenzsumme der h 
Linearformen 


ah 


h ( 
gE, = u, x) treet u, 2), res &=— u, a) +. -+ ua” 


*) Vgl. die Anmerkung zu 2. 
**) Es kommt dies auf einen Beweis des Satzes iiber die symmetrischen Funk- 
tionen von GréBenreihen im oben erwihnten einfirmigen Fall hinaus. 
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darstellt. Nun sind bekanntlich die unendlich vielen Potenzsummen 8, 
ganze rationale Verbindungen von 


S,, 8;, ack S,,; 
deren Koeffizienten durch die Invarianten 


o. “mu (u, +++ +4, SA) 


a 


gegeben sind; somit ist ein zweites volles System gewonnen: 

Ein volles Invariantensystem der Gruppe ist gegeben durch alle In- 
varianten Ju,.--jiny WO by ++-+ +46, Sh und h die Ordnung der Gruppe 
bedeutet. 

Der Zusammenhang mit 1. wird hergestellt durch die Bemerkung, 
daB die Potenzsummen §, - -- S, sich durch die elementaren symmetrischen 
Funktionen von &, ---&, ersetzen lassen, was auf das dort gegebene 
volle System der Gaa,...c,(”) fiihrt. Beide Resultate zeigen, daB sich alle 
Invarianten ganz und rational durch diejenigen ausdriicken lassen, deren 
Grad in den x die Ordnung h der Gruppe nicht iibersteigt. 

3. Aus dem eben Bewiesenen lassen sich Folgerungen fiir rationale 
Darstellung ziehen. Jede rationale absolute Invariante liBt sich — wie 
durch Erweiterung von Zihler und Nenner mit den in bezug auf die 
Gruppe Konjugierten des Nenners unmittelbar einzusehen — darstellen 
als Quotient von zwei, nicht notwendig teilerfremden, ganzen rationalen 
absoluten Invarianten. Daraus folgt, daB jede rationale absolute Invariante 
sich rational durch die Koeffizienten Goa,...«,(a) der Galoisschen Resolvente 
@(z,u) ausdriicken lift. Dieser Satz liBt sich auch ohne Durchgang 
durch den Endlichkeitssatz auf verschiedene Art leicht beweisen; er findet 
sich schon formuliert in Weber IJ, § 58.*) 


*) Der dort gegebene Beweis ist allerdings nicht stichhaltig; es ist namlich nur 
gezeigt, daB die Funktion Y(t) in Formel (7) Invarianten zu Koeffizienten hat, nicht 
aber da diese Invarianten rational durch die Koeffizienten von (¢) ausdriickbar 
sind. Diese Liicke wird vermieden, wenn man zur Darstellung der 2; durch &, statt 
der Lagrangeschen Interpolationsformel ein bekanntes Differentiationsverfahren anwen- 
det. Es ist dies die durch Differentiation der Identitiit ®(— &,,w)—0 nach allen uv 


gewonnene Relation: 
aa mo @ 
Se er =. 
Ou, ‘ 08 rat 


Danach hat an Stelle von Formel (7) und (8) bei Weber fiir jede rationale Funktion 
a(x) die folgende Formel zu treten: 


ao ao» 
ou, eu, 
a(2..- 2) =o Fo” + ae 


Oz Oz sak 
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4. SchlieBlich sei erwihnt, dab die hier abgeleiteten Resultate implizit 
enthalten sind in meiner Arbeit ,K6rper und Systeme rationaler Funk- 
tionen“*); und zwar das in 1. gegebene volle System in Satz VI und VII, 
ein von diesem Endlichkeitssatz unabhiingiger Beweis der rationalen Dar- 
stellung in Satz Ill.**) Beweisgang und Resultat vereinfachen sich aber 
in dem hier vorliegenden speziellen Fall erheblich gegeniiber der allge- 
meinen Theorie. Darauf, die allgemeinen Untersuchungen auf die Invarian- 
ten endlicher Gruppen anzuwenden, kam ich durch Gespriche mit Herrn 
E. Fischer, von dem auch dem Inhalt nach der unter 2. gegebene Beweis — 
im allgemeinen Fall ist das dort auftretende volle System nicht rational 
definierbar — und die Anmerkung zu 3. herriihrt. 


Erlangen, Mai 1915. 


die nur noch Koeffizienten von ®(z,«) enthalt, und deren Summation iiber alle k fiir 
Invarianten (x) die gewiinschte Darstellung gibt. 

*) Math. Ann. 76, S. 161 (1915). 

*) Fiir relative Invarianten ist in Satz VIII und IX ein Endlichkeitsbeweis ent- 
halten, der ebenfalls auf anderer Grundlage beruht als der gewéhnliche, aber auch nur 


Existenzbeweis ist; es riihrt dies daher, daB die relativen Invarianten keinen Kérper 
bilden. 
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Ober ganze rationale Darstellung der Invarianten eines Systems 
von beliebig vielen Grundformen. 


Von 


Emmy Noreruer in Erlangen. 


Am SchluB8 seines Beitrags zur Schwarz-Festschrift ,Uber die In- 
varianten eines Systems von beliebig vielen Grundformen“ spricht D. Hilbert 
die Vermutung aus, daB sich diese Invarianten ganz und rational durch 
die endlich vielen Invarianten des Systems (J, PJ) darstellen lassen, wo J 
das volle Invariantensystem von den linear unabhiingigen der Grundformen 
bedeutet, und die Invarianten PJ aus J durch Polarprozesse hervorgehen. 

Ich zeige im folgenden in I, daB diese Vermutung tatsiichlich zu- 
trifft, und zwar als einfache Folge des Reduktionssatees, dab jede Form 
von beliebig vielen Reihen von je n Variabeln sich darstellen lapt als Summe 
von Polaren von Formen, die nur n feste Reihen enthalten und ihrerseits aus 
der Ausgungsform durch Polarprozesse abgeleitet sind. Dieser Reduktions- 
satz ist ein zuerst von F. Mertens formulierter Spezialfall der von 
A. Capelli, F. Mertens und J. Deruyts gegebenen Verallgemeinerung der 
Clebsch-Gordanschen Reihenentwicklung auf Formen von beliebig vielen 
Reihen von je m Variabeln; eine Verallgemeinerung, die durch formale 
Umformung der Differentiationsprozesse bewiesen ist.*) 

Ich gebe noch in II. einen mehr begrifflichen Beweis des Reduktions- 
satzes, indem ich die Frage als ein Problem der Aquivalenz von linearen 
Formenscharen auffasse. Diese Auffassung und ebenso einen wesentlichen 


*) F. Mertens: ,,Uber eine Formel der Determinantentheorie.* (Formel 5) Sitzb. 
d. Ak. d. Wiss. Wien, Bd. 91, II. Abt. (1885), und ausfiihrlicher (mit Anwendungen) 
in: ,,Uber ganze Funktionen von m Systemen von je n Unbestimmten‘. Monatsh. f. 
Math. u. Phys. 4. Jahrg. (1893). 

Fiir einige der Capellischen Beweise (seit 1882) vgl. etwa: Math. Ann. 37 oder 
die (autographierten) ,,Lezioni sulla teoria delle forme algebriche* (1902). J. Deruyts: 
Essai d’une théorie générale des formes algébriques, Mém. d. 1. Soc. Roy. des Sciences 
de Liege (2) 17 (1892). 
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Teil der benutzten Uberlegungen entnehme ich einer Arbeit ,,Uber alge- 
braische Modulsysteme“*) und daran anschlieBenden unveréffentlichten Satzen 
von E. Fischer, deren Verwendung mir dieser freundlichst gestattete. 

SchlieBlich zeige ich noch in III., wie die entsprechenden Uberlegungen 
auch zu den allgemeinsten Reihenentwicklungen fiihren. 


I. 
Es sei @ eine in jeder der N >» Reihen 
A,, 4g) °** Ap 


homogene Form, wobei allgemein die Reihe A, aus den m Elementen 
(1) (2) (n) 
MO, AM. ME 
bestehen mige. Die Koeffizienten von @ kénnen Unbestimmte oder GréBen 
eines gegebenen Rationalititsbereichs sein. Es bezeichne ferner P eine 


ganze rationale Funktion — mit rationalen Zahlkoeffizienten — der Polar- 
prozesse: 


- "7 a) ¢ 4@ @ 4” @ 
P= (4, a a MD tat ae tat + aD ote 
wobei unter dem Produkt P,, P,,@ die Anwendung von P,, auf P,,6 zu 
verstehen ist. 
Dann ist der erwihnte Reduktionssatz gegeben durch die Identitit: 


(1) 6— > PZ, 
wo die Formen Z nur noch die Reihen 
Beg Mag %) he 


enthalten, und aus @ durch Polarprozesse P abgeleitet sind. 


Wir betrachten nun das Grundformensystem (F’), bestehend aus den 

N Formen gleicher Ordnung und gleicher Variabelnzahl 

Ff, Ff, as Fy, 
deren Koeffizienten bzw. als die N Reihen 

A,, 4g, ***> An 
genommen werden. Mit (J) sei das — aus endlich vielen Invarianten be- 
stehende — volle Systeme von F,,---, F, bezeichnet, derart, daB jede 
Invariante von F,,---, F, sich ganz und rational durch die Invarianten (J) 
ausdriicken liBt. Die zu beweisende Hilbertsche Vermutung besteht dann 
darin, daB fiir die Simultaninvarianten S von F,, --, Fy ein volles System 


*) E. Fischer: Uber algebraische Modulsysteme und lineare homogene partielle 
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten, § 1—4, J. f. M. 140 (1911). 








a 


wre a 
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durch die endlich vielen Invarianten (J, PJ) gegeben ist, wo PJ alle durch 
Polarprozesse P aus J ableitbaren Invarianten bedeutet. 

In der Tat wird jede rationalzahlige Simultaninvariante S von (F’) eine 
in jeder der N Reihen A, --- Ay homogene Form — mit rationalen Zahlen- 
koeffizienten —, auf die sich somit die Identitiit (1) anwenden liBt. Da 
die Anwendung der Polarprozesse P auf S bekanntlich wieder Invarianten 
erzeugt, werden auch die Formen Z wieder Invarianten, und zwar Simul- 
taninvarianten von F, --- F',, da sie nur noch die Reihen A, --- A, ent- 
halten; sie sind also nach Voraussetzung ganze rationale Funktionen der 
Invarianten (J). Somit geht die Identitiét (1) tiber in: 

S= SPY 

wo die Y Potenzprodukte der Invarianten (J) bedeuten. Die wirkliche 
Ausfiihrung der Prozesse P auf Y besteht aber nach der Definition von 
P in der sukzessiven, endlich oft wiederholten Ausfiihrung der .einfachen 
,z, die nach der Differentiationsregel fiir Produkte auf 
Summen von Produkten aus Invarianten (J) und (PJ) fiihren. Das gleiche 
gilt fiir die Anwendung von P,, auf ein Produkt aus (J) und (PJ), und 
somit liefert auch PY nur ganze rationale Verbindungen von (J, PJ). 
Die ganze rationale Darstellbarkeit aller Invarianten S durch (J, PJ) ist 
damit bewiesen. 


Polaroperationen P 


Il. 


Dem Beweis des Reduktionssatzes schicken wir einiges iiber lineare 
Formenscharen yoraus. Unter einer linearen Formenschar in K verstehen 
wir dabei ein System von Formen gleicher Dimension von der Vollstan- 
digkeit, daB neben @, und 0, stets auch c,0, + ¢,6, zum System gehért, 
Wo ¢,, ¢ Gréfen eines vorgegebenen Rationalitiitsbereichs K sind, und 
K den Koeffizientenbereich der @ enthiilt. Unter diesen Formen gibt es 
stets eine endliche Anzahl — etwa 9 — linear unabhingige in K, wihrend 
je 0 + 1 Formen einer linearen Relation mit Koeffizienten aus K geniigen; 
die Schar hat den Rang @ in bezug auf K.*) Es gilt die leicht einzu- 
sehende TJatsache: Sind 2 und T zwei lineare Scharen in K von gleichem 
Range, und ist & eine Teilschar von &%, so sind & und @ identisch 
(aquivalent). 

Dies vorausgeschickt, gehen wir zum Reduktionssatz tiber. Nun geht 
die Identitat (in I) 


(1) 6=— >PZ 
*) Allgemeinere lineare Formenscharen — deren Rang nicht endlich zu sein 
braucht — erhilt man, indem man die Beschriinkung der gleichen Dimension fallen 


laBt, oder auch die Beschrinkung da& K den Koeffizientenbereich der 6 enthiilt. 
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in eine analoge fiir P@ tiber, wenn man auf beiden Seiten denselben 
PolarprozeB P anwendet; der Reduktionssatz gibt also gleichzeitig eine 
Darstellung aller Polaren von @ durch Summen der speziellen Polaren PZ. 
Da andererseits diese speziellen Polaren sicher in der Gesamtheit aller ent- 
halten sind, sagt also der Reduktionssatz die Aquivalenz dieser beiden linearen 
Formenscharen aus; insbesondere auch die Aquivalenz derjenigen Teilscharen, 
deren Formen in jeder einzelnen Reihe gleicher Dimension wie @ sind. 
Zam Nachweis dieser Aquivalenz fiigen wir noch eine durch die Formen Z 
bedingte Zwischenschar ein. Wir geben der Einfachheit halber den Beweis 
zuniichst im Falle dreier biniirer Reihen (N = 3, n = 2), um dann den parallel 
laufenden allgemeinen Beweis kurz anzudeuten. 

Sei also 0(x%, y, 2) bzw. von den Dimensionen «, B, p in den Reihen 
X,Xe3 YyYe3 2,4; die Koeffizienten von @ sollen vorerst Unbestimmte a 
(oder auch rationale Zahlen) sein. Dann betrachten wir die drei linearen 
Formenscharen: 

1. Die Schar &, bestehend aus allen Formen f(z, y, 2), die aus @ durch 
Polarprozesse P hervorgegangen und in den einzelnen Reihen 2, y, z von 
gleicher Dimension wie @ sind; & enthiilt insbesondere auch @. Indem man 
f(«, y, 2) als Formen von 2, y, z und den Unbestimmten a betrachtet, ist 
der Koeffizientenbereich durch den Kérper R der rationalen Zahlen ge- 
geben; auch fiir K mu8 R genommen werden, da nur bei rationalzahligem 
¢,, ¢ auch ¢,P, + ¢,P, wieder ein ProzeB P wird; & sei vom Rang g in 
bezug auf R. 

2. Die Schar GS, bestehend aus allen Formen g(A; z, y), die definiert 
sind durch 

9A; 2, y) =F(2, y, 4e+Ay), 
oder, durch Polarprozesse ausgedriickt: 


o(4; ey) = [2+ Ay) ZT fey, 2") 


ait Jo(xy) 2 + 9, (4; y)ae~* Ag tees + Gp(xy) ® 
wobei man hat: 


i! (p— i) gay) = (y Z) ( ZY “‘Peye). 


*) Es bedeutet wie in I: 
7 0 é 
z —_ - t. —" o 
(« i) 4 04, +t 02, 
0 . 


[Get ay) 7] = (4,2, +44) iz + (A, 2, +4 Ys) 


02, 


[* (oa ae tex, op)" Ge i= 5 oy) +? » (sr ae t on, - 3): 


also speziell: 


eerie 
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Durch die g,(zy) sind somit Formen Z der Identitit (1) gegeben: Die g 
sind rationalzahlige Formen in 2, y, 4 und den Unbestimmten a; © sei 
vom Rang ¢ in bezug auf ZR. 

3. Die Schar ZT, die aus S durch den inversen PolarprozeB hervor- 
geht, wie S aus %; die Formen h von & sind definiert durch 


1 ad 0 o éo\Pp 
h(x, y, 2) => [2 (az = + ii, oy) g(a; wy) 


= hy(xy2) + h,(ays) +---+h, (xyz), 
wobei nach 2. gilt: 


h,(xy2) = (2 Jy '(e >) 9:9). 


Die einzelnen h, und folglich auch h sind also Formen PZ und deren 
Summen; ZT sei vom Rang ft in bezug auf R. 

Wie die Konstruktion der Formen h(a, y, 2) von & zeigt, sind diese 
durch Polarprozesse P aus 6 hervorgegangen, und in den Reihen 2, y, 
einzeln gleicher Dimension wie 6; die Schar Z bildet somit eime Teilschar 
von &%, und nach der oben erwihnten Tatsache ist zum Nachweis der 
Aquivalenz nur noch die Gleichheit des Ranges nachzuweisen. Bei diesem 
Nachweis wird von der speziellen Struktur der f(zyz) — Polaren ein und 
derselben Form @ — nicht mehr Gebrauch gemacht. 

a) Zum Vergleich des Ranges von 2 und © dient der Hilfssatz a): 
Aus f(2, y, 440+ 4,y) = 0 folgt notwendig f(x, y,z)= 0. Dies ergibt sich 
unmittelbar aus der zwischen drei biniren Reihen bestehenden identischen 
Relation: 

(xy)# + (y2)x + (ex)y = 0, wo (xy) = (%%— 23%) °- 


die zur Folge hat: 


f[2, y, (zy) x + (we)y] = (wy)? f(, ¥, 2). 

Aus f(x,y, 4,” + 4,y) =0 (identisch in 4) ergibt sich somit, wie die 
Substitution 4, = (zy), 4,— (xz) zeigt, da (xy) +0 — notwendig 
f(z, y, 2) = 0. 

Nach diesem Hilfssatz herrscht zwischen den Formen aus © und aus & 
ein-eindeutiges Entsprechen. Aus 

fi(% y, yet dagy) = 94; zy); f(t y, e+ Agy) = g(a; xy) 
folgt nimlich notwendig: 
f,(wy2) = f(zy2). 

Es bleibt weiter jede Relation in S auch zwischen den eindeutig ent- 

sprechenden Formen in & erhalten (und umgekehrt). Denn aus 
C9 (A; ty) + eg(A; zy) +--+ ¢,g(4; zy) = 0 
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folgt nach dem Hilfssatz notwendig: 
6, f(a, y, #) + Gf (a, y, 2) +--- + ¢,f (a, y, 2) = 0. 
Damit ist die Gleichheit des Ranges von 2 und S bewiesen; 0 = 6. 

b) Zum Vergleich des Ranges von S und & dient entsprechend der 
Hilfssatz b): Aus h(x, y,z)=0 folgt notwendig g(4;xy)=0. Zum Be- 
weise bedenken wir, daB nach 3. h(z,y,2)=0 gleichbedeutend ist mit 
dem Verschwinden der einzelnen Potenzprodukte 

a@ 2a 0 O@\n(ée @ o G\ 
(55, dz, 0a, ix) (si, da, * 51, iy) 9(4;2,y), (Pi+Ps=P) 
woraus durch weiteres Differenzieren auch das Verschwinden der Potenz- 
produkte 


O@\%/ 0 \e/A\Aa/fa\hsa 2 aAfjd a Pa 

(sa:) (eax) “oy,) (sn) Gaz ae; +77) (Ga ay t+ )"9 29) 
folgt. Mithin verschwindet auch jede lineare Kombination dieser Potenz- 
produkte, daher jede Form 

f?@ 8@ 0 @ a 0 
f(s ay’ a4, az + aa, Fy) 9429): 
Wahlt man f/f speziell so, daB man hat: 
f(2, y, e+ Agy) = g(A; zy), 
so kommt also auch: 
... 
9 (a5; oa? 5a) 9 (Ay % 9) = 0; 
oder — wenn man setzt: 
9 (1, ry) = 2G, Ap dpapayyeys 
wo also die G, rationalzahlige Linearformen der Unbestimmten a sind — 
a! %! +++ %_! GF=—0 
und folglich g(4; zy) = 0. 

Aus Hilfssatz b) folgt genau wie in a) die Gleichheit des Ranges 
von S und FT; 6 =. 

Mithin hat man nach a) und b): @ =r; und damit ist — da & Teil- 
schar von 2 — die Aquivalenz dieser beiden linearen Scharen bewiesen. 
Es laBt sich also jede Form aus &, insbesondere auch @, darstellen als 
lineare, rationalzahlige Kombination von g linearunabhingigen Formen 
h(a, y, 2): 

0 = Se,h® (a, y, 2) = S PZ. 
Diese fiir unbestimmte Koeffizienten a von @ abgeleitete Identitat bleibt 
aber erhalten, wenn man die Unbestimmten a durch GréSen irgendeines 


Rationalitatsbereichs ersetzt, und der Reduktionssatz ist somit im Falle dreier 
bindren Reihen allgemein bewiesen. 
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Der allgemeine Beweis, fiir N Reihen von je » Variabeln, lauft nun 
véllig parallel. Es sei 6(A) bzw. von der Dimension «, in der Reihe A,. 
Dann betrachten wir wieder die drei linearen Formenscharen: 

1. die Schar 2, bestehend aus allen Formen f(A), die aus 6(A) durch 
Polarprozesse P hervorgegangen, und in jeder einzelnen Reihe A, von 
gleicher Dimension wie 6(A) sind; 

2. die Schar ©, bestehend aus allen Formen g(A; A,---A,), die aus 
f(A) durch die Substitutionen: 


Anyi =A, Art ae A, +--+ +30 A 


n+1 n+i~"" 


A, =a) A +d9 Ayt---+ 49 A, 


hervorgehen; dabei sind durch die Koeffizienten der einzelnen Potenzpro- 
dukte der 4 in g(A; A,---A,) Formen Z der Identitaét (1) gegeben; 
3. die Schar Z, bestehend aus allen Formen f(A), die definiert sind 


durch: 
f a 0 7] é On +1 
h(A) =| A ES ES Ser ee : )| +1 
i ( ) | net 507 04, + aa. . OA, 


n+1 
f @ é 0 77 ay 
' | 4» ( nD 34, eee oe 94,) | g(a; A,-++.A,)3 
h(A) ist eine Summe von Formen PZ. 
Nun bleibt wegen der zwischen je » + 1 Reihen bestehenden iden- 


tischen Relation Hilfssatz a) erhalten; ebenso gilt Hilfssatz b), bei dessen 
Beweis die Variabelnzahl gar nicht in Betracht kam. 2 und & sind also 


von gleichem Rang, und — da & Teilschar von £ — identisch. Somit 
gilt die Identitat 
(1) 6=— PZ 


fiir unbestimmte Koeffizienten, und folglich fiir GréBen eines beliebigen 
Rationalitatsbereichs als Koeffizienten; der Reduktionssatz ist damit allge- 
mein bewiesen. 


Ii. 


Wir zeigen noch kurz, wie durch analoge Uberlegungen auch die ail- 
gemeine Reihenentwicklung (fir N<m) gewonnen wird. Es sei Z eine 
einzeln homogene Form der » Reihen A, --- A, von je m GréBen; und 
A die Determinante dieser Reihen. Dann beweisen wir vorerst die (1) ent- 
sprechende Identitat: 

(2) Z=PuH mod A, 


wo die Formen H nur noch die Reihen A, ---A 
durch Prozesse P abgeleitet sind. 


enthalten, und aus Z 


ail 


7* 
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Der Beweis beruht in der Umwandlung der in II. abgeleiteten Rela- 
tionen in Kongruenzen mod A. Der Einfachheit halber seien drei terndre 
Reihen x,y, 2 wagrunde gelegt; die Koeffizienten seien als Unbestimmte 
vorausgesetzt. 

Die drei linearen Scharen 2, S, F seien wie in IL. im Fall der bi- 
niren Reihen definiert; ihr Rang sei 9, 6, +t; wiahrend 9* und t* den 
Rang von 2 und & mod A bezeichnen (d. h. es gibt 9*, aber nicht e* +1 
Formen aus &, die linearunabhiingig mod A sind). Dann gilt wie in II. der 

Hilfssatz a): Aus f(z, y,4,2+4,y) =0 folgt notwendig f(xzyz) =0 
mod & (und umgekehri). Es herrscht nimlich vermége der zwischen vier 
terniren Reihen bestehenden Relation: 


4,2 — dy + Aye = At, wo A, =(yat)---, 
stets zwischen drei terniiren Reihen eine lineare Relation mod A: 
A,2— A.y + O,2=0 mod A, 
und man hat folglich wie in I: 
f(2, ¥, —4,2+ A,y) = A5/(z,y,2) mod A. 

Aus f(a, y,4,2+4,y) =O (ident. in 4) folgt somit — da A irreduzibel 
und A, nicht durch A teilbar — notwendig f(z,y,z)=0 mod A. Die 
Umkehrung ist wegen A(z, y, 1,2+4,y)=0 klar. Hieraus schlieBt man 
wie in IL: p* =o. 

Hilfssatz b) bleibt mit Beweis erhalten und man hat somit: 6 =r. 

Zum Nachweis tr = r* dient der 

Hilfssatz c): Aus h(a, y,2)=0 mod J folgt notwendig h(x, y,z)=0. 
h(a, y, 2) verschwindet niimlich als Polare bei Anwendung des bekannten 
Q-Prozesses, was sich audriickt durch die Differentialgleichung: 


Hat man nun: h(a, y, 2) = A(z, y, 2)-k(x,y,2), so verschwindet durch 
weiteres Differenzieren auch: 


(@ a a = Se 
k (5 dy? 5) A(=, éy? x) gs n(x, dy’ 55) h(a, Y, #), 
und folglich h(x, y, 2). Somit hat man 9* = 6 =r = r*, und da F Teil- 


schar von &, ist die Identitiét (2) bewiesen; eine entsprechende Uberlegung 
ergibt den Beweis bei » Variabeln. 


*) Man hat nach 3.: 
e- Q(h) 


GAG atk MCA CAE At AT ote 


\ 


und Q2(h) verschwindet also wegen des Verschwindens des Determinantenfaktors. 
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Indem man die Identitét (2) auf den Multiplikator von A anwendet, 
kommt eine Entwicklung: 


Z=9+ Ag, + A*g, +--+ A“9,,, 


wo die g, einzeln bei Anwendung des Q-Prozesses verschwinden. Die 
imalige Wiederholung des Prozesses ergibt somit — da man allgemein 
hat: Q(A- ¥) =¢,0+6,4-Q(y) —: 

c- 2'(Z) = gy, mod A; 


andererseits hat man nach (2): 
e- QZ) = SPH, mod A, 


wo die H, ebenso aus der Form (Z) abgeleitet sind wie H aus Z. 
Nach Hilfssatz ¢) (in der Ausdehnung auf m Variable) kommt somit: 
9, = > PH,, und folglich: 


(3) = SPH+A-S'PH, + A? SPH, +--- d"- SPH, 


als allgemeinste Reihenentwicklung einer Form von n Reihen von je n Va- 
riabeln nach Polaren von Formen von nur n — 1 Reihen. 


Die Reihenentwicklung fiir Formen von N Reihen von » Variabeln 
(N <n) gewinnt man daraus bekanntlich durch eine einfache Substitution. 
Wir setzen (fiir N = 3, n> 3): 

u=Ect+ hy tise, v= mrt yy tne, w= a+ by + be 


und entwickeln H(u, v, w) = Z(§, 7, €) nach (3). Man hat dann, da &, », € 
nur in den Verbindungen u, v, w auftreten: 


2) _/ @% .5_wyaa a 7 ame 

(x iD = (v 5a) +205 Qe a (< Bo a) yg (Yas = View (€Y2). 
Vermége der Spezialisierung: &, = 4, = & = 1; § = & —--- = €,—0 geht 
H(u,v,w) tiber in H(z,y,z2), V,,,,(y2) bis auf eimen Zahlfaktor in 
V.y(7y2) = V 


ucw 


a da die Anwendung von (v5) usw. auf die Determi- 


nanten (xyz),,, diese zum Verschwinden bringt. Da Entsprechendes auch 
bei N Reihen gilt, folgt somit aus (3) eine Entwicklung: 


(4) H= SP0+ SPo,+---+DPo,, 
wo die 9, aus V'4,---4y H durch Prozesse P hervorgegangen und nur 


noch die Reihen A,--- Ay_; enthalten, abgesehen von den in V‘ auf- 
tretenden Determinantenverbindungen — die wie erwahnt bei der Polari- 
sation nicht in Betracht kommen. 
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Ersetzt man daher diese Determinanten in V‘ durch Unbestimmte p, 
so kann man die entstehenden Formen wieder nach (4) entwickeln; und 
erhalt so schlieBlich eine Entwicklung 
(5) He [> Py aes der A,--- Ay? 
wo die y aus der Ausgangsform durch Prozesse P und V4,...4,(P), Va,--4y_; (P) 
usw. hervorgehen. Mit diesen Entwicklungen und ihren Kombinationen 
— indem man etwa auf die in (1) auftretenden Formen Z (3) und hierauf 
(4) und (5) anwendet — sind alle bekannten Entwicklungen fiir Formen 
von beliebig vielen Reihen von je n kogredienten Variabeln erschipft. 


Erlangen, 5. Januar 1915. 
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Die allgemeinsten Bereiche aus ganzen transzendenten Zahlen. 
Von 
Emmy Noeruer in Erlangen. 


Verméige des Wohlordnungssatzes hat E. Zermelo einen Bereich von 
»ganzen transzendenten Zahlen“ konstruiert, d. h. einen Zahlbereich G, 
dem die folgenden abstrakten Eigenschaften zukommen: 

I. Summe, Differenz und Produkt zweier Zahlen aus & ist wieder 
eine Zahl aus ©. 

Il. Jede reelle oder komplexe Zahl ist Quotient zweier Zahlen aus ©. 

Ill. Jede ganze rationale (bzw. algebraische) Zahl ist Element von ©. 

IV. Keine nicht-ganze rationale (bzw. algebraische) Zahl gehért zu G.*) 

Die Konstruktion beruht darauf, da®B der Wohlordnungssatz die 
Existenz einer algebraischen Basis aller Zahlen erkennen laBt; d. h. eines 
Systems H von Zahlen 4, zwischen denen keine algebraischen Bezichungen 
bestehen, welche aber alle iibrigen Zahlen algebraisch auszudriicken gestatten. 
Diese Basiszahlen 7 lassen sich wegen der algebraischen Unabhingigkeit 
als Unbestimmte auffassen, und der gesuchte Bereich geht somit tiber in 
einen Iniegrititsbereich aus rationalen und algebraischen Funktionen von 
Unbestimmten »**), deren Koeffizienten dem Ké6rper K aller algebraischen 
Zahlen angehéren. Der spezielie, von Zermelo konstruierte Bereich G, ist 
dann durch die folgenden Basiseigenschaften charakterisiert: ; 

G, enthiilt: 

1) alle Basiszahlen 1, 

2) alle Polynome der y mit ganzzahligen***) Koeffizienten, 


*) E. Zermelo, Uber ganze transzendente Zahlen, Math. Ann. 75, S. 434 (1914). 

**) Aus diesem Grunde laufen die Uberlegungen der vorliegenden Arbeit teil- 
weise parallel denjenigen der friiheren Arbeit der Verf.: Kérper und Systeme ratio- 
naler Funktionen, Math. Ann. 76, 8. 161 (1915). 

**) Unter ,,ganzzahlig“ soll durchweg verstanden werden, daB die Koeffizienten 
dem Integrititsbereich [K] aller ganzen algebraischen Zahlen angehéren. Zur Definition 
von &, wiirde es bei 1) bis 5) auch geniigen, nur ganze rationale Zahlkoeffizienten 
in Betracht zu ziehen; fiir allgemeinere Bereiche wiirden aber dann die Basiseigen- 
schaften weniger einfach werden. 
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3) alle ganzen algebraischen Funktionen der » mit ganzzahligen Koef- 
fizienten. 


G, schlieBt aus: 
4) alle rational-gebrochenen Funktionen der 7 mit ganzzahligen Koef- 
fizienten, 


5) alle algebraisch-gebrochenen Funktionen der » mit ganzzahligen 
Koeffizienten.*) 


Nun zeigt sich leicht (vgl. die Beispiele in $2 und 3), daB es von 
dem Zermeloschen Bereich G, wesentlich verschiedene Bereiche © gibt — 
d. h. Bereiche G, denen bei keiner Wohlordnung alle Basiseigenschaften 
1) bis 5) zukommen, und die sich folglich bei keiner Wohlordnung durch 
die Zermelosche Konstruktion erzeugen lassen; mit andern Worten: es gibt 
Bereiche ©, die sich nicht eineindeutig und isomorph auf &, abbilden 
lassen. Somit entsteht die Frage nach den allgemeinsten DBereichen aus 
ganzen transzendenten Zahlen, die im folgenden vollstiindig beantwortet 
wird. 

Hierzu ist vorerst festzustellen, welche der Basiseigenschaften Folgen 
der abstrakten Definitionseigenschaften, und welche durch die spezielle 
Konstruktion bedingt sind. Es zeigt sich (§ 1), dab zu jedem vorgegebenen 
Bereich © eine Wohlordnung existiert, so daB die Basiseigenschaften 1) 
und 2) erfiillt sind; jeder Bereich © lift sich somit vermige einer alge- 
braischen Basis aller Zahlen konstruieren. Von den weiteren Basiseigen- 
schaften braucht keine erfiillt zu sein (§ 2 und 3). Daraus folgt insbe- 
sondere, daB eine weitere abstrakte Eigenschaft des Zermeloschen Bereichs 
nicht allen Bereichen © zukommt: Die algebraisch-ganze Abgeschlossenheit. 
Sie li8t sich so formulieren: 

V. Jede von endlich vielen Zahlen aus & algebraisch-ganz und ganz- 

zahlig abhiingende Zahl gehért zu G. 

Die speziellen Bereiche, denen neben I—IV auch V zukommt, seien 
als Bereiche $ aus algebraisch-ganzen transzendenten Zahlen bezeichnet. 
Fiir die allgemeinsten Bereiche § ergeben sich die einfachen Resultate (§ 4): 

a) Der Durchschnitt aller vermige der gleichen Basis H konstruierbaren 
Bereiche § ist gegeben durch alle ganzen algebraischen Funktionen der 
Basis — also durch den Zermeloschen Bereich &,, der selbst ein Bereich $ 
ist. (Damit ist zugleich eine abstrakte Charakterisierung des Zermeloschen 
Bereichs gewonnen.) 

b) Jeder Bereich $ entsteht durch algebraisch-ganze Adjunktion**) eines 
beliebigen Systems S(y) zu G,, wobei S(y) nur der einen Bedingung zu 


*) Zermelo, a. a. O., § 3. 
**) Erklirung des Ausdrucks in § 4. 














j 
| 
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geniigen hat, daB durch die Adjunktion keine algebraisch-gebrochene Zahl in 
den Bereich eintritt. 

Weniger einfach sind die Resultate fiir die allgemeinsten Bereiche G 
bei Zugrundelegung einer algebraischen Basis. Hier ist der Durchschnitt 
aller Bereiche & selbst kein Bereich @; und auch die Konstruktion der 
allgemeinsten Bereiche ist infolgedessen schwieriger zu tibersehen (§ 5). 

Um analoge Resultate wie fiir die Bereiche § zu erhalten, wird die 
algebraische Basis ersetzt durch eine rationale Basis © — d. h. durch ein 
System © von Zahlen , welche alle Zahlen rational auszudriicken gestatten, 
wiihrend bei mindestens einer Wohlordnung keine Basiszahl sich rational 
durch endlich viele vorangehende darstellen laéft. Dieser rationalen Basis 0 
mu8 noch die Nebenbedingung auferlegt werden, daB der aus allen ganz- 
zahligen Polynomen der # bestehende Integritiitsbereich [0] keine alge- 
braisch-gebrochene Zahl enthilt. (Die Konstruktion einer solchen Basis 
mit Nebenbedingung wird in § 7 gezeigt.) Dann ergeben sich fiir die 
allgemeinsten Bereiche & — die man auch als Bereiche aus rational-ganzen 
transzendenten Zahlen bezeichnen kénnte — wieder die einfachen Re- 
sultate (§ 6): 

a) Der Durchschnitt aller vermige der gleichen rationalen Basis © kon- 
struierbaren Bereiche & ist gegeben durch alle ganzen rationalen Funktionen 
der Basis — also durch den Bereich ||, der selbst ein Bereich © ist. 

b) Jeder Bereich © entsteht durch rational-ganze Adjunktion eines be- 
liebigen Systems ©(#) zu [0], wobei S(#) nur der einen Bedingung zu 
geniigen hat, daB durch die Adjunktion keine algebraisch-gebrochene Zahl in 
den Bereich eintritt. 

Um vollstindige Analogie mit den Bereichen § zu haben, miiBte 
man in die Definitionseigenschaften III und IV fiir die Bereiche @ die 
algebraischen Zahlen nicht mit aufnehmen. Bei dieser Modifikation von III 
und IV ist die Konstruktion der ganzen Elemente mittels einer ratio- 
nalen Basis auf jeden ULelicbigen Kérper iibertragbar (§ 10), wihrend die 
Zermelosche Konstruktion die algebraische Abgeschlossenheit des Kérpers 
zur Voraussetzung hat. 

Durchliiuft H jede algebraische, bzw. O jede der Nebenbedingung ge- 
niigende rationale Basis, so ergeben die Resultate a) und b) die Gesamtheit 
aller Bereiche $ und G. FaBt man alle isomorphen Bereiche zu einer 
Klasse zusammen, so liBt sich aus dieser Gesamtheit eine Teilmenge heraus- 
greifen, die die Gesamtheit aller — nach § 9 mindestens abzihlbar un- 
endlich vielen — Klassen repriisentiert (§ 8). 
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§ 1. 
Nachweis der Basiseigenschaften 1) und 2) fir alle Bereiche G. 


Es sei & irgend ein vorgegebener Bereich aus ganzen transzendenten 
Zahlen, dem also die abstrakten Eigenschaften 1—I1V zukommen. Nach 
dem von E. Zermelo — auf den Kérper aller komplexen Zahlen — an- 
gewandten Verfahren greifen wir aus © eine algebraische Basis H aller 
Zahlen aus © heraus. Da nach Il sich jede reelle oder komplexe Zahl 
als Quotient zweier Zahlen aus @ darstellen liBt, ist H zugleich eine 
algebraische Basis aller Zahlen. Zu jedem vorgegebenen Bereich © laBt 
sich also die algebraische Basis aller Zahlen so wiihlen, daB sie zu © ge- 
hért, daB somit die Basiseigenschaft 1) erfiillt ist. © enthilt ferner nach 
lll den Integritiitsbereich [K] aller ganzen algebraischen Zahlen, und so- 
mit nach I auch alle Polynome der BasisgréBen » mit Koeffizienten aus 
|K], d. h. alle ganzzahligen Polynome der y, die den Integritiitsbereich [H] 
bilden. Es ist also auch die Basiseigenschaft 2) immer erfiillt; d. h. jeder 
Bereich © lift sich vermige einer algebraischen Basis H aller Zahlen kon- 
struieren derart, daB © den Iniegrititsbereich {H]| als Teiler enthiilt. 

Bemerkung: Natiirlich kann man trotzdem, ausgehend von einer 
Basis H, einen Bereich © konstruieren, dem die Basiseigenschaften 1) und 
2) nicht gerade in bezug auf H zukommen, sondern in bezug auf irgend 
eine andere Basis H’. Es gehe etwa G aus dem Zermeloschen Bereich G, 
dadurch hervor, daB man in der ganzen Konstruktion irgend eine Basis- 
gréBe 7 durch ein Polynom f(y) ersetzt. G enthilt weder 7, noch [H]; 
ersetzt man aber in der Basis H die BasisgréBe 4 durch € = f(y) — wo- 
bei H wieder in eine algebraische Basis H’ tibergeht —, so sind die Basis- 
eigenschaften 1) und 2) fiir G in bezug auf H’ erfiillt. 


§ 2. 
AusschluB der Basiseigenschaften 4) und 5). 


Es soll nun gezeigt werden, dab die Bereiche © keiner der weiteren 
Basiseigenschaften zu geniigen brauchen. Vorerst sei 4) und 5) ausge- 
schlossen dadurch, daB in der Zermeloschen Konstruktion der Integritits- 
bereich [H] durch einen Bereich aus ganzen rationalen_,,l'unktionalen“ 
ersetzt wird. 

Nach Weber*) versteht man unter einem rationalen Funktional jede 
rationale Funktion mit rationalen Zahlkoeffizienten, in der folgenden ein- 
deutig bestimmten Darstellung: 


*) H. Weber, Lehrbuch der Algebra. Kleine Ausgabe § 96 und 97. 
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ee ke 
A(n, 1) a E, (n, rae ny)’ 


wo E,, E, ueinander teilerfremde, primitive Polynome mit ganzen ratio- 
nalen Zahlkoeffizienten, und a eine positive rationale Zahl (der absolute 
Betrag von A) bedeuten. Ist a insbesondere eine ganze rationale Zahl, so 
heiBt A ein ganzes rationales Funktional. Als Spezialfall sind unter den 
ganzen rationalen Funktionalen die ganzen rationalen Zahlen und die Poly- 
nome mit ganzen rationalen Zahlkoeffizienten enthalten, wahrend die 
rational gebrochenen Zahlen und die Polynome mit rational gebrochenen 
Koeffizienten zu den gebrochenen rationalen Funktionalen zu zahlen sind. 

Der Bereich © mige nun aus der Gesamtheit 3 aller ganzen rationalen 
Funktionale von je endlich vielen BasisgréBen  bestehen, und aus allen 
Funktionen die algebraisch-ganz von 3 abhiingen — d. h. die irgend einer 
Gleichung geniigen, deren héchster Koeffizient die Einheit, deren iibrige 
Koeffizienten ganze rationale Funktionale sind. 

Der Nachweis der Eigenschaften I—IV fiir G liuft dem entsprechen- 
den bei Zermelo genau parallel und sei kurz angedeutet. Vorerst ist II 
und III klar, da G den Zermeloschen Bereich , als Teiler enthilt. Nach 
dem GauSschen Satze tiber Polynome mit ganzen rationalen Zahlkoef- 
fizienten sind ferner Summe, Differenz und Produkt von ganzen rationalen 
Funktionalen wieder ganze rationale Funktionale; 3 bildet somit einen 
Integritiitsbereich; nach bekannten Schliissen*) wird daher auch © ein 
Integritiitsbereich, womit I erfiillt ist. Ferner folgen aus dem erweiterten 
GauBschen Satze**) die beiden Hilfssiitze: ,Hiingt 2 algebraisch-ganz von 
3 vermége irgend einer Gleichung ab, so auch vermége der irreduziblen 
Gleichung, der z in bezug auf den Kérper aller rationalen Funktionale 
geniigt“***) und ,die in bezug auf den Kérper aller rationalen Zahlen 
irreduzible Gleichung, der eine algebraische Zahl geniigt, ist auch irredu- 
zibel in bezug auf den Kérper aller rationalen Funktionale.“ Somit kann 
® keine gebrochene algebraische Zahl enthalten; womit IV und also alle 
abstrakten Eigenschaften I—IV als erfiillt nachgewiesen sind. 

Dagegen lapt sich bei keiner Wohlordnung eine Basis aus © heraus- 
greifen derart, daB & alle rational- und algebraisch-gebrochenen Funktionen 
der Basisgrifen ausschlieBi. Denn sei 2(y) irgend eine als BasisgréBe zu 
wihlende Funktion des Bereichs, also definiert durch eine Gleichung: 


B+ A(t +--+ Aya) = 0, 


E, (n) 
wo A,() = a,- 


ganze rationale Funktionale sind, so gehért die 


*) Vgl. etwa Weber, § 97, 8. **) Weber, § 20, 5. 
***) Vgl. Weber, § 97, 4. 
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Funktion “* zn @, und ebenso yn’ at usw.*) Damit sind also die Basis- 
- s Ve 
eigenschaften 4) und 5) fiir die Gesamtheit der Bereiche © ausgeschlossen. 
Bemerkung: Ein Beispiel in § 3 wird zeigen, daB © auch bei jeder 
Wohlordnung rational-gebrochene Funktionale enthalten kann, ohne eine 
rational- oder algebraisch-gebrochene Zahl zu enthalten. 


§ 3. 
AusschluB der Basiseigenschaft 3). 


Zum Ausschlu8 der Basiseigenschaft 3) dient ein verallgemeinerter 
Modulbereich, bei dem als Argumente der Polynome des Bereichs nicht 
mehr die Unbestimmten, sondern alle ganzen algebraischen Funktionen 
der Unbestimmten**) auftreten, wihrend die Unbestimmten selbst die Rolle 
der Modulbasis iibernehmen. 

& bestehe aus allen GriBen 


(1) = a+ 9,(q)-% + 99(N)- Me +--+ +9:(0) > My 
wobet « alle algebraisch-ganzen Zallen, »,--+ 4, alle BasisgréiBen und 
9,(4)--- 9A) bei jeder festen Kombination y,--- 1, einzeln alle ganzen 


algebraischen Funktionen der » durchlaufe.***) 

DaB die Eigenschaften I—IV fiir diesen Modulbereich erfiillt sind, 
ist leicht nachzuweisen. Vorerst ist I erfillt, da Summe, Differenz und 
Produkt zweier GréBen 2 wieder von der Form (1) wird. © enthiilt ferner 
alle BasisgréBen 4, auBerdem alle GréBen 4-g(y), wo g(m) alle ganzen 
algebraischen Funktionen der  durchliiuft. Es lassen sich also alle ganzen 
algebraischen Funktionen der , und somit alle algebraischen Funktionen 
der 7 tiberhaupt, als Quotienten zweier GréBen aus & darstellen, womit 
II nachgewiesen ist. In der Darstellung (1) sind weiter insbesondere — 
fiir g, = 0---g,—0 — alle ganzen algebraischen Zahlen enthalten; aber 
z kann keiner gebrochenen algebraischen Zahl gleich werden. Denn stellt 
z eine algebraische Zahl # dar, so folgt aus 
*) Ganz analog liBt sich jede algebraische Funktion der 7 durch Multiplikation 
mit einer ganzen rationalen Zahl in eine GriéSe des Funktionalbereichs © verwandeln. 
Diesem Bereich kommt also die Eigenschaft zu, daB sich jede komplexe Zahl als 
Quotient einer Grife aus © wnd einer ganzen rationalen Zahl darstellen lépt — in 
Analogie mit den algebraischen Zahlen. 

**) Unter ,,ganzen algebraischen Funktionen“ seien immer solche mit ganzzahligen 
Koeffizienten verstanden; also Funktionen, die irgend einer Gleichung geniigen, deren 
hichster Koeffizient die Einheit, deren iibrige Koeffizienten Polynome der 7 mit alge- 
braisch-ganzen Zahlkoeffizienten — Polynome aus [H] — sind. Insonderheit gehéren 
alle Polynome aus [H] zu den ganzen algebraischen Funktionen. 

***) Die Moduleigenschaft kommt den Gréfen z— « zu. 
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Beat 9(n)m +--+ + 9(0) % 
identisch in den 4, notwendig 6 =a. Dies zeigt die Spezialisierung 
m=0--- n, = 90, 

bei der die Multiplikatoren g,(y) ---g,(yj) als ganze algebraische Funk- 
tionen endlich bleiben, da sie in ganze algebraische Funktionen oder 
Zahlen tibergehen.*) Die Bedingungen I—IV sind somit fir @ erfiillt. 

Dagegen lift sich bei keiner Wohlordnung eine Basis aus G heraus- 
greifen derart, daB alle ganzen algebraischen Funktionen der Basisgrifen 
zu © gehirten. Denn sei z(y) irgend eine als BasisgréBe zu wiihlende 
Funktion des Bereichs — die also die Unbestimmten 7 wirklich enthalten 
muf —, so zeigen wir, da$ die Funktionen t=Vs— @ von einem ge- 
wissen endlichen, mit ¢ sich iindernden vy ab nicht mehr zu © gehéren 
k6nnen. 

Angenommen niamlich, € gehire zu @, so wird es nach (1) von 
der Form: 

S=y thy(u) %, + h(a) m+ °° +h) a,» 
wo wieder h,(y)---h,(y) ganze algebraische Funktionen der y sind; und 
"°°" %, ingend welche BasisgréBen, die insbesondere auch mit %, - - - 1, 
iibereinstimmen kénnen. Hier ist vorerst die ganze algebraische Zahl y 
gleich Null nachzuweisen. Es wird nimlich — da h,(y)---h,(y) ganze 
algebraische Funktionen — € gleich y fiir y, = 0- = bei beliebigen 
Werten der iibrigen 4; insbesondere hat man ek 4  steich y fiir 
,=U- 1, = 9; Hy = O--+ 4, = 0. 


Fir diese Spezialisierung verschwindet aber nach (1) die Funktion (z—«) 
und mithin §; folglich wird y = 0 und man hat: 

§ = hy(y) m4, + h(a) 4, ++ +h) %,- 
Durch Erheben auf die v® Potenz ergibt sich hieraus: 


= z—a= F(n) 


wo F'() eine — — nicht identisch verschwindende — Form 
v'* Dimension von 4, ---%, bedeutet, deren Koeffizienten ganze alge- 
wanna Funktionen be Dy sind. hak geniigt ¢— «a, das nach (1) eine 


ganze algebraische Funktion der 4, einer in bezug auf [H] irreduzibeln 
Gleichung 


(2—a)* + Bay) @—a* +--- + CQ) = 
wo der letzte Koeffizient C(j) — das Produkt von (¢—«a) mit seinen 
Konjugierten — ein Polynom ist, dessen Grad 4 sei. Andererseits er- 


*) Dieser ausfiihrlichere Beweis fiir IV ist wegen des erweiterten Beispiels am 
SchluB des Paragraphen gegeben. Hier wiirde die Bemerkung geniigen, daf z nach 
Konstruktion eine ganze algebraische Funktion ist. 
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gibt sich aus ¢— «a= J'(y) durch Multiplikation von F,(y) mit den 
entsprechenden Konjugierten: 
C(n) = G,,(n); 

wo G,,(y) eine homogene Form vx‘* Dimension von 4, --- 4, bedeutet, 
deren Koeffizienten Polynome der y sind. G,, ist also mindestens vom 
Grade vx in 9 oder 4> vx; d. h. die Funktionen Vz— a, fiir die v>+, 
gehiren nicht zu G. Die Basiseigenschaft 3) ist somit fiir die Gesamtheit 
der Bereiche © ausgeschlossen. 

Bemerkung: Eine geringfiigige Verallgemeinerung des eben kon- 
struierten Bereichs fihrt zu einem Bereich &, der bei jeder Wohlordnung 
auch gebrochene Funktionale enthalt. © bestehe aus allen GréBen 


ama + (9) % + Y2(0) Me °° + 7:0) Me 
wo aber jetzt y(7) alle algebraisch-ganzen, aber nicht notwendig ganz- 
zahligen Funktionen der 7 durchlaufen. Der Nachweis der Eigenschaften 
I—IV bleibt der gleiche wie oben. Da @ aber neben jeder Funktion z 
auch a-(s—a) enthilt, nur a eine beliebige rationale oder algebraisch- 
gebrochene Zah] bedeutet, treten bei jeder Wohlordnung auch gebrochene 
Funktionale anf. 


§ 4. 
Die allgemeinsten Bereiche aus algebraisch-ganzen transzendenten 
Zahlen. 


Zur bequemeren Formulierung des folgenden sei die Ausdrucksweise 
eingefiihrt: ,,ine GriBe 2 héngt algebraisch-ganz von & ab“, die besagt: 
z geniigt irgend einer Gleichung, deren héchster Koeffizient die Einheit, 
deren tibrige Koeffizienten ganzzahlige Polynome der GréBen aus F sind, 
wo & irgend einen vorgegebenen Bereich bedeutet.*) 

Ein Bereich & heiBt algebraisch-gane abgeschlossen, wenn er die Be- 
dingung erfillt (vgl. Einleitung): 

V. Jede GréBe, die algebraisch-ganz von ZT abhiingt, gehért zu Tf. 

Wir zeigen vorerst, dab die abstrakte Eigenschaft V dem Zermeloschen 
Bereich G, zukommt. Es mége eine Gréfe z vermége einer Gleichung 
f(z) = algebraisch-ganz von &, abhangen; dann zeigt die Multiplikation 
von f(z) mit seinen in bezug auf [H] Konjugierten, daB z auch algebraisch- 
ganz von [H] abhiingt und folglich zu @, gehért. Ebenso zeigt sich die 
algebraisch-ganze Abgeschlossenheit des in § 2 betrachteten Funktional- 
bereichs. 

DaB die Eigenschaft V nicht jedem Bereich © zukommt, zeigt der 


*) Fir einen Integritétsbereich E wird der héchste Koeffizient die Einheit, die 
iibrigen Koeffizienten GréBen aus Tf. 
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in § 3 betrachtete Modulbereich, der ja die Basiseigenschaft 3) nicht be- 
sitzt. Noch genauer hat sich in § 3 gezeigt, daB der Modulbereich in bezug 
auf kein transzendentes Element des Bereichs algebraisch-ganz abgeschlossen 
ist, wihrend dies natiirlich nach III und IV in bezug auf jedes algebraische 
Element des Bereichs der Fall ist. 

Dies fiihrt dazu, aus der Gesamtheit der Bereiche & vorerst diejenigen 
herauszugreifen, denen auch noch die abstrakte Eigenschaft V zukommt 
und die als ,,Bereiche aus algebraisch-ganzen transzendenten Zahlen“ be- 
zeichnet werden sollen. 

Sei ein solcher Bereich, und H eine algebraische Basis aller Zahlen 
aus $; nach Il ist H zugleich eine algebraische Basis aller Zahlen. § ent- 
halt nach III, I und V neben H auch alle ganzen algebraischen Funk- 
tionen der 4 — den Zermeloschen Bereich ©, — und es gilt somit in 
Analogie mit § 1: Jeder Bereich $ aus algebraisch-ganzen transzendenten 
Zahlen lapt sich vermige einer algebraischen Basis aller Zahlen konstruieren 
derart, da § den Zermeloschen Bereich ©, als Teiler enthdilt. 

Sei nun H irgend eine algebraische Basis aller Zahlen und bezeichne 
M(H) die Gesamtheit aller Bereiche H, die H enthalten. Jeder Bereich H 
aus Yt(H) enthalt, wie eben bewiesen, den Zermeloschen Bereich G, als 
Teiler; und da G, selbst ein Bereich $, ist G, gréfter gemeinsamer Teiler 
oder Durchschnitt aller Bereiche $ aus M(H). Damit ist G, abstrakt de- 
finiert; zugleich folgt direkt, daB I%(H) abgeschlossen ist in bezug auf 
Durehschnittsbildung, d. h. daB auch der Durchschnitt aller Bereiche § 
eines jeden Teilsystems aus Yt(H) zu M(H) gehdrt. Denn als Durch- 
schnitt ist I und V erfillt; Il und III folgt daraus, daB ©, Teiler ist; 
IV folgt, da der Durchschnitt ein Teiler von 9. 

Wie das Beispiel des Funktionalbereichs in § 2 zeigt, enthalten die 
Bereiche im allgemeinen noch weitere Funktionen auBer G,. Sei ¥(y) 
eine solehe (rationale oder algebraische) Funktion der 4; dann gehéren 
nach I zu § auch alle ganzen rationalen Verdindungen von wy und je 
endlich vielen Funktionen aus &,; der so entstehende Integrititsbereich — 
der aus allen Polynomen von y mit Koeffizienten aus ©, besteht — sei 
mit [G,, v] bezeichnet und der dazu fiihrende ProzeB als ,,rational-ganze 
Adjunktion von w au &,.“ Nach V gehéren ferner zu § alle Funktionen, 
die algebraisch-ganz von [,, ~] abhingen; der so entstehende Bereich 
sei mit {®,, | bezeichnet und der dazu fiihrende ProzeB als _,,algebraisch- 
ganze Adjunktion von wy zu ©,.“ {G,,%} besteht aus allen ganzen alge- 
braischen Funktionen von ~ mit Koeffizienten aus ©, und ist folglich 
nach bekannten Schliissen*) Integrititsbereich. 


*) Vgl. etwa Weber, § 97, 6 und 7. 
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Wir zeigen, dab {G,, ~} auch algebraisch-ganz abgeschlossen ist, 
d. h. die Bedingung V erfiillt. In der Tat, es mége z algebraisch-ganz 
von {G,,y} abhingen vermége einer Gleichung: 
f(4; @---c)=2* + a2"-'4+.---+e=0, 
wo a---e als GréBen aus {G,,w} Gleichungen mit Koeffizienten aus 
[G,, ¥] geniigen: 
a+ A,a’-14..-+A4,=0 


? 


c+ C,e'-2+---+ 6, =, 
deren Wurzeln durch a, a’. --a@-").--¢,¢ ---e“- gegeben seien. Bildet 
man nun das Produkt iiber alle Kombinationen der Wurzeln: 
g(2) =f (z; a-++ 0) f(a; a's - +e) «++ f (23 a@-9--- H-9), 
so hat g(z) als héchsten Koeffizienten die Einheit, als tibrige Koeffizienten 
GréBen aus [G,,w], und z gehért folglich zu {G,, »}.*) 
Dem Bereich {G,,%} kommen somit die Eigenschaften I und V zu; 
und da G, ein Teiler des Bereichs, auch II und Ill. Ob IV erfiillt ist, 


hingt von der Wahl von w ab; IV ist z. B. nicht erfillt fir y = Gs 


da hier : zum Bereich gehért; wohl aber nach § 2 fiir »y = — oder wah 


fir p= 1. Stellt nimlich in diesem letzteren Fall eine tote aus 


&,,)} eine algebraische Zahl dar, so bleibt ihr Wert erhalten fiir » = 0; 
dadurch geht sie aber in eine Funktion aus G, und folglich in eine ganze 
algebraische Zahl iiber. 

{G,, wv} wird also ein Bereich 9, sobald man y die Bedingung auf- 
erlegt, dap durch die alyebraisch-ganze Adjunktion keine algebraisch-gebrochene 
Zahl in den Bereich eintritt. 

Ganz analog ist die rational-ganze, bzw. algebraisch-ganze Adjunktion 
eines beliebigen Systems S von rationalen oder algebraischen Funktionen 
der 4 zu @&, zu definieren. Die rational-ganze Adjunktion fihrt zu dem 
Integrititsbereich [G,, SJ], der aus allen ganzzahligen Polynomen von je 
endlich vielen GréBen aus G, und S oe Die algebraisch-ganze Ad- 
jenttion agit den Bereich {G,, S der aus allen von [6,, S] alge- 


*) Durch die Definition des Algebraisch-ganzen an irgend einer Gleichung wird 
also fiir den Nachweis von I und V der Irreduzibilitiitsbegriff in bezug auf einen 
Grandkoérper entbehrlich. Vgl. auch § 2, wo nur zum Nachweis von [V der Hilfssatz 
bendtigt wird, der von der Definition des Algebraisch-ganzen an einér beliebigen 
Gleichung zu der irreduzibeln iibergeht. Da dieser Hilfssatz im vorliegenden Fall 


im allgemeinen nicht mehr gilt, ist IV der Funktion » als besondere Bedingung 
aufzuerlegen. 
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braisch-ganz abhingenden GréBen besteht. Es zeigt sich wértlich wie oben, 
daB der Integrititsbereich {%,, SG} algebraisch-ganz abgeschlossen ist, ferner 
II und III erfiillt sind, und es gilt somit wie oben: 

{G,,S} wird ein Bereich $, sobald man © die Bedingung auferlegt, 
dap durch die algebraisch-ganze Adjunktion keine algebraisch-gebrochene Zahl 
in den Bereich eintritt — (dab S ein zulissiges System wird).*). 

Es ist nun wichtig, daB auch die Umkehrung gilt, so daB die Be- 
reiche {@,,S} tatsiichlich alle Bereiche § aus M(H) erschdpfen, wenn 
S alle zulissigen Systeme durchliuft. Sei nimlich § irgend ein Bereich 
aus M(H) und bezeichne L = H — G, das System, das aus allen nicht zu 
®, gehérigen Funktionen aus § gebildet wird) Nach V enthalt § den 
Bereich {@,, 2} als Teiler; {G,, 2} ist aber auch durch § teilbar, denn er 
enthilt ©, und 2 und da diese kein gemeinsames Element besitzen, auch 
§. Mithin kommt: § =—({G,, 2}; und da IV fiir  erfiillt ist, ist 2 natiir- 
lich ein zulissiges System.**) 

Durchlauft H jede mégliche algebraische Basis, so durchlauft — wie 
anfangs bewiesen — Y(H) die Gesamtheit aller Bereiche ; die Frage 
nach den allgemeinsten Bereichen § aus algebraisch-ganzen transzendenten 
Zahlen ist somit vollstindig beantwortet durch die Resultate dieses Para- 
graphen: 

a) Der Durchschnitt aller Bereiche $ aus It(H) ist gegeben durch den 
Zermeloschen Bereich &,, der selbst ein Bereich $ ist; M(H) ist abgeschlossen 
in bezug auf die Durchschnittbildung. 

b) Jeder Bereich § aus M(H) entsteht durch algebraisch-ganze Adjunk- 
tion eines zuldssigen Systems S zu G,. Durchliuft H jede migliche alge- 
braische Basis, so durchléuft M(H) die Gesamtheit aller Bereiche $.***) 


*) Allgemein zeigt sich analog: Ist £ ein beliebiger Bereich, und bezeichnet 
{ZX} die Gesamtheit der von & algebraisch-ganz abhingenden GréBen, so ist {TZ} 
algebraisch-ganz abgeschlossen. 

**) Es kann schon die Adjunktion eines Teilsystems von & geniigen; z. B. ent- 
steht der Funktionalbereich des § 2 durch algebraisch-ganze Adjunktion aller ganzen 
tationalen Funktionale — mit Ausnahme der Polynome — zu G,. 

***) Die zuliissigen Systeme © lassen sich folgendermafSen finden. Man unter- 
werfe alle algebraisch-gebrochenen Funktionen der y irgend einer Wohlordnung Q, 
und nehme zu © alle Funktionen mit Ausnahme derjenigen, die zu @, und den voran- 
gehenden aufgenommenen algebraisch-ganz adjungiert, eine algebraisch-gebrochene 
Zahl erzeugen. Mit diesem Verfahren kann an jeder beliebigen Stelle abgebrochen 
werden. Durchliiuft Q jede Wohlordnung, und wird zu jedem festen Q an jeder 
beliebigen Stelle abgebrochen, so sind damit alle zuliissigen Systeme S erschipft. 
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§ 5. 
Die allgemeinsten Bereiche aus ganzen transzendenten Zahlen bei 
Zugrundelegung einer algebraischen Basis. 


Es sei H irgend eine algebraische Basis aller Zahlen, und es bezeichne 
M(G) die Gesamtheit aller Bereiche G, die H und folglich [H] enthalten. 
Durchlauft H jede beliebige Basis, so durchlauft I(G) die Gesamtheit 
aller Bereiche ©; wir kénnen uns deshalb wie in § 4 auf die Betrachtung 
der Bereiche © aus Pt(G) beschriinken. 

Die Bereiche @ aus I%(G) enthalten alle [H] zum Teiler; da aber 
[H] selbst kein Bereich G, laBt sich nicht wie in § 4 schlieBen, daB [H] 
gréBter gemeinsamer Teiler ist. Dab dies trotzdem der Fall, zeigt eine 
abzihlbare Menge von Bereichen & aus 9%(G), die durch geringe Verall- 
gemeinerung aus dem Modulbereich in § 3 hervorgehen und die tatsich- 
lich auBer [H] kein weiteres Element gemein haben. 

Die Bereiche G, (v=1,2--- in inf.) mégen fiir jedes feste v bestehen 
aus allen Gripen 


(1) @=f (1) + 9:(0) Ms” + 92(0) ts” + +> + 9(0) WY, 

wobei f(y) alle ganzzahligen Polynome der 4; 9, -- +, alle Basisgrifen und 
9;,(n)---gAn) bei jeder festen Kombination »,”---, einzeln alle ganzen 
algebraischen Funktionen der » durchlaufen mégen. 

Es zeigt sich analog wie in § 3, daB den Bereichen G, die abstrakten 
Eigenschaften I—IV zukommen; @, enthalt nur ganze algebraische Funk- 
tionen und ist fiir y= 1 mit dem Bereich des § 3 identisch. Wir zeigen 
nun, daB die Bereiche G, auber den Polynomen f(y) aus [H] kein weiteres 
Element gemein haben. Sei nimlich z eine beliebige ganze algebraische — 
nicht rationale — Funktion der 4, die der in bezug auf [H] irreduzibeln 
Gleichung 


(2) e* + a, (1) 2°-*+ ay(q) *-*? +--+ 4,(y) = 0 

geniigen midge, wo also x>1; und sei 4 die gréBte unter den Grad- 
zahlen der Polynome a,(y)---«a,(y). Gehért 2 mm G,, so geniigt die 
GréBe £=2—f(n) der — in bezug auf [H] — ebenfalls irreduzibeln 
Gleichung: 

(3) Cr+ b(n) 8 + y(n) P+ + + 5,9) = 0, 

wobei b,(q), b,(q) --- b,(y4) — als symmetrische Funktionen der ¢ — 
nach (1) als Glieder niedrigster Dimension solche von mindestens der 
Dimension v, 2¥,---,xv enthalten. Der Vergieich von (2) und (3) ergibt: 


b, (4) = a,(y) + x - f(m). 
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. » a (n) . . 
Geniigt daher die GréBe — = 2 + - a der Gleichung: 


(4) & + ¢,(y) &-*+---+0¢,(y) =9, 
so wird: 
(5) —-— [= 4, ¢,(n) = by) mod. aS 


wo also },(y) mit Gliedern von mindestens der Dimension v beginnt. 
Nun sind die ¢,(y), wie der Vergleich von (2) mit (4) zeigt, vom Grade x 
in den Koeffizienten a,(y) von (2), also héchstens vom Grade x-A in 7; 
andererseits beginnen alle },(y) mit Gliedern von mindestens der Dimen- 
sion v. Wahlt man daher »y>x-A, so ergibt sich aus (5): 


¢(y)=90; 3 =O oder (« a" = 0, 


d. h. 2 wird gegen die Anrahme rational in den y. Es folgt also: 

Ist 2 eine ganze algebraische, nicht rationale Funktion der 4, so kann 
z zu keinem Bereich ©, gehéren fiir den v > xd, oder: 

Der Durchschnitt aller Bereiche © aus IN(G) ist gegeben durch den 
Integritiitsbereich [H], der selbst kein Bereich ©; IN(G) ist also nicht abge- 
schlossen in bezug auf Durchschnittbildung. 

Infolgedessen ist auch die Konstruktion der allgemeinsten Bereiche © 
vermége einer algebraischen Basis schwieriger zu iibersehen als die der 
Bereiche §. Dem Bereiche [H] kommen die Eigenschaften I, III und IV 
zu; adjungiert man daher ein beliebiges System © rational-ganz, so bleiben 
fiir den entstehenden Integritiitsbereich [H, S] die Eigenschaften I und III 
erhalten, wihrend IV eine besondere Bedingung fiir S bildet. Damit ein 
Bereich © entsteht, ist auch II noch © als Bedingung aufzuerlegen, oder 
anders ausgedriickt: Zu jedem in bezug auf (H)*) endlichen Kérper & 
iiber (H) muB es einen in bezug auf & endlichen Kérper 2 iiber R geben, 
so daB [H, S] ein primitives Element aus 2 enthilt.**) Umgekehrt laBt sich 
auch jeder Bereich © aus Mt(G) in der Form [H, S] darstellen; und 
man erhalt somit alle Bereiche © aus 2%(G), wenn © alle derart ein- 
geschrinkten Systeme durchliuft. Die Struktur der Systeme © wird sich 
einfacher im nachsten Paragraphen vermége der ,,rationalen Basis“ er- 
geben; wodurch zugleich eine vollstiindige Analogie zu den Sitzen des 
§ 4 gewonnen wird. 


*) (H) bedeutet den aus allen rationalen Funktionen der 7, mit algebraischen 
Zahlkoeffizienten, bestehenden Kérper. 
**) Vgl. dazu § 7. 


g* 
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§ 6. 
Die allgemeinsten Bereiche aus ganzen transzendenten Zahlen bei 
Zugrundelegung einer rationalen Basis. 


In Analogie mit der algebraischen Basis ist die rationale Basis zu 
definieren: ,,Ein System 9 von Zahlen # hei®t eine rationale Basis aller 
Zahlen, wenn © jede Zahl rational — mit Koeffizienten aus K*) — aus- 
zudriicken gestattet, wihrend bei mindestens einer Wohlordnung keine 
Basiszahl sich rational — mit Koeffizienten aus K — durch endlich viele 
vorangehende Basiszahlen ausdriicken laBt.“**) 

Es sei ein Bereich © aus ganzen transzendenten Zahlen einer Wohl- 
ordpung & unterworfen. Dann kann es vorkommen, dab eine Grife z 
aus © rational durch endlich viel vorangehende GréBen aus © ausdriick- 
bar ist; d. h. einer Gleichung geniigt: z= (£), wo () eine rationale 
Funktion, mit Koeffizienten aus K, von §, --- &, ist; insonderheit geniigt 
jede algebraische Zahl « des Bereichs der Gleichung z=. Die iibrigen 
GréBen # aus & bilden ein System ©, das als eine rationale Basis aller 
GréBen aus @ nachgewiesen werden soll. Denn nach Voraussetzung ist 
jede GréBe # von den vorangehenden GréBen aus 9 rational unabbiingig. 
Der InduktionsschluB***) zeigt ferner, daB jede Relation z = m(£) eine 
Relation z= y(#) nach sich zieht; denn sonst miiBte es ein erstes Ele- 
ment geben, 2 =m, (§,---&) das sich nicht rational durch die # aus- 
driicken liBt, wiihrend die vorangehenden §, --- €, rationale Funktionen 
der # sind; wodurch also ein Widerspruch abgeleitet ist. O ist nach II 
zugleich eine rationale Basis aller Zahlen; nach III und | enthalt © neben 
© den aus allen ganzzahligen Polynomen der # bestehenden Integritiits- 
bereich [0] als Teiler, wihrend [9] nach IV keine algebraisch-gebrochene 
Zahl enthilt. Die rationale Basis aller Zahlen 0 geniigt also der Neben- 
bedingung, daB der aus © abgeleitete Integrititsbereich [0] keine alge- 


*) Unter rationalen Funktionen sollen immer solche mit algebraischen Zahl- 
koeffizienten verstanden werden; diese algebraischen Zahlkoeffizienten sind wegen I{I 
und IV in die Definition aufgenommen. Entsprechender wire es, rationale Zahlkoef- 
fizienten sowohl in III und IV wie bei der Definition der rationalen Basis zu ver- 
langen. Die Schliisse von § 6 und 7 bleiben dabei wirtlich erhalten, wenn man nur 
den Kérper K aller algebraischen Zahlen durch den Kérper aller rationalen Zahlen 
ersctzt. 

**) Im Gegensatz zu der linearen und algebraischen Basis spielt hier die An- 
ordnung der Elemente eine Rolle. In der Anordnung 7, V7 sind z. B. beide Ele- 


mente aufzunehmen, in der umgekebrten nur V7. 
***) Vgl. Zermelo, a. a. O., § 1. 
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braisch-gebrochene Zahl enthalt*); © ist eine rationale Basis mit Neben- 
bedingung fiir alle Zahlen. Somit gilt in Analogie mit § 2: Jeder Bereich 
G aft sich vermige einer rationalen Basis mit Nebenbedingung konstruieren, 
derart daB © den Integrititsbereich [| als Teiler enthiilt. 

Es sei © irgend eine rationale Basis mit Nebenbedingung fiir alle 
Zahlen — deren Existenz also durch die Existenz der Bereiche & sicher- 
gestellt ist. Es bezeichne 9t(G) die Gesamtheit aller Bereiche G, die © 
und folglich [9] enthalten. Durchliuft © jede beliebige Basis mit Neben- 
bedingung, so durchlaiuft 9t(@) nach dem obigen die Gesamtheit aller 
Bereiche ©; wir kénnen uns also wieder auf die Bereiche G aus N(G) 
beschriinken. 

Nun ist [0] selbst ein Bereich G; denn jede Zahl JaBt sich rational 
durch 9, also als Quotient zweier Polynome aus [0] darstellen; und [0} 
erfiillt nach seiner Konstruktion auch die iibrigen Bedingungen I, III, IV. 
[©] ist also gréfter gemeinsamer Teiler oder Durchschnitt aller Bereiche © 
aus R(G); N(G) ist ferner abgeschlossen in bezug auf Durchschnittbildung ; 
d. h. auch der Durchschnitt aller Bereiche © eines jeden Teilsystems aus 
N(G) gehirt zu N(G). Denn fiir den Durchschnitt ist 1 erfillt; II und 
Ill folgen daraus, daB [0] Teiler ist; IV daraus, daB der Durchschnitts- 
bereich in einem Bereich & als Teiler enthalten ist. 

Die rational-ganze Adjunktion eines beliebigen Systems © von ratio- 
nalen Funktionen der # zu [OQ] — jede algebraische Funktion der # liBt 
sich vermége der Eigenschaft der rationalen Basis rational durch gewisse 
andere @ darstellen -- ergibt einen Integrititsbereich [0, S], dem die 
Eigenschaften I, II, III zukommen und der also ein Bereich © wird, so- 
bald © ein ,,zuliissiges System“ ist, d. h. der Bedingung geniigt, daB durch 
die rational-ganze Adjunktion keine algebraisch-gebrochene Zahl in den 
Bereich eintritt. Umgekehrt laBt jeder’ Bereich G aus §t(G) die Dar- 
stellung [0,S] zu, wenn nur © das Restsystem © — [0] bedeutet. Somit 
gelten fiir die allgemeinsten Bereiche G in voller Analogie mit § 4 die 
Resultate: 

a) Der Durchschnitt aller Bereiche © aus N(G) ist gegeben durch den 
Integritiétsbereich [9], der selbst ein Bereich © ist; N(G) ist abgeschlossen 
in bezug auf Durchschnittbildung. 

b) Jeder Bereich © aus N(G) entsteht durch rational-ganze Adjunktion 
eines zulissigen Systems S zu [0]. Durchliuft 9 jede mégliche rationale 


*) DaB dies tatsiichlich eine Bedingung darstellt, zeigt sich etwa daraus, daB 


die beiden Gréfen 7, : nicht als Basiselemente zulissig sind, wohl aber die 
1 2Va 
GréBen 4, ——- 
Va 
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Basis mit Nebenbedingung, so durchliiuft N(G) die Gesamtheit aller Be- 
reiche &.*) 

Bemerkung: Greift man aus © eine algebraische Basis H aller 
GréBen aus © heraus, so wird H zugleich algebraische Basis aller Zahlen; 
umgekehrt laBt sich jede algebraische Basis zu einer rationalen erginzen, 
indem man H in der Wohlordnung voranstelit. Danach laBt sich die in 
§ 5 gegebene Konstruktion der Bereiche G vermége einer algebraischen 
Basis so deuten: Man zerlege das zu |H] zu adjungierende System © in 
zwei Teilsysteme S, und ©,; die Adjunktion von S, kommt auf die Er- 
ganzung von H zu einer rationalen Basis mit Nebenbedingung hinaus, der 
dann noch ein zulissiges System ©, rational-ganz adjungiert wird. 


5 é. 


Konstruktion der allgemeinsten rationalen Basis mit 
Nebenbedingung. 


Die Resultate des vorigen Paragraphen bediirfen insofern einer Er- 
ginzung, als zwar dort die Ezistenz einer rationalen Basis mit Neben- 
bedingung fiir alle Zahlen nachgewiesen war, nicht aber eine Methode zu 
ihrer Konstruktion — nach vorgegebener Wohlordnung. Diese Konstruktion 
gestaltet sich wegen der Nebenbedingung komplizierter, wenn anstelle 
eines Bereiches & der Kérper aller komplexen Zahlen vorliegt.**) 

Es sei der Kérper aller komplexen Zahlen einer Wohlordnung Q 
unterworfen. Dann kénnen GréBen von dreierlei Verhalten auftreten: 

1. GréBen y, deren rational-ganze Adjunktion zu den vorangehen- 


*» 


den — in 3. rekurrierend definierten — BasisgréBen***) das Eintreten 
einer algebraisch-gebrochenen Zahl in den entstehenden Integrititsbereich 
bedingt; dieser Bereich besteht aus allen ‘ganzzahligen Polynomen von y, 


*) Uber die allgemeinsten zuliissigen Systeme © gilt das in § 4 Gesagte, wenn 
man nur ,algebraisch“ durch ,,rational* ersetzt. 

**) Es wiirde in § 6, b) geniigen, © nur jede solche spezielle rationale Basis 
durchlaufen zu lassen, die aus einer algebraischen Basis und algebraisch-ganzen Funk- 
tionen der BasisgréBen besteht, wodurch die Nebenbedingung von selbst erfiillt ist. 
Um dies einzusehen, hat man nur nach § 6 eine algebraische Basis aus @ zu einer 
rationalen zu erginzen und in der entstehenden Basis jede algebraisch-gebrochene 
Funktion der 7 mit einem geeignet gewihlten Polynom der 7 zu multiplizieren, wo- 
durch die Basiseigenschaft erhalten bleibt. Diese Konstruktion l48t sich unveriindert 
auf den Kérper aller komplexen Zahlen iibertragen. Die aus § 6 entstehende Frage 
nach der allgemeinsten rationalen Basis mit Nebenbedingung hat aber auch selbstiin- 
diges Interesse. 

***) Wie der Induktionsschlu8 zeigt, ist eine solche rekurrierende Definition 
miglich. 








ee 
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wenn keine BasisgréBe vorangeht. Insonderheit sind alle algebraisch-ge- 
brochenen Zahlen GréBen y, da der entstehende Integritiitsbereich die 
GréBen y = 6 enthiilt. 

2. GriéBen z, denen die Eigenschaft 1. nicht zukommt, die sich aber 
rational durch endlich viele vorangehende, von den y verschiedene Zahlen 
ausdriicken lassen, die also einer Relation geniigen: z = @ (€, - -- §), wo 
g eine rationale Funktion mit Koeffizienten aus K ist und unter den £ 
sich keine y befinden. Insbesondere gehéren hierzu alle ganzen algebraischen 
Zahlen «, da ihnen 1. nicht zukommt und sie der Relation z= «a gentigen. 

3. GréBen @, fiir die weder 1. noch 2. gilt und die als BasisgréBen 


bezeichnet werden sollen. Insonderheit ist die in der Wohlordnung erste 
transzendente Zahl #, eine solche BasisgréBe; denn die ganzzahligen Poly- 
nome von #, kénnen keine algebraisch-gebrochene Zahl darstellen, und 
#, kann auch nicht von den vorangehenden algebraischen Zahlen rational 
abhiingig sein. 

Das System © aller Basisgriéfen # soll nun als eine rationale Basis 
mit Nebenbedingung fiir alle Zahlen nachgewiesen werden. 

Da unter den # keine GréBe y, kann der Integritiitsbereich [0] keine 
algebraisch-gebrochene Zahl enthalten; die Nebenbedingung ist somit er- 
fiillt; da ferner unter den # keine GréBe z, ist auch jedes # von den 
vorangehenden BasisgréBen rational-unabhingig. Der Induktionsschlu8 
zeigt weiter genau wie in § 6, daB jede Relation z= m(£) — wo unter 
den € keine GréBen y — eine Relation z = ~(#) nach sich zieht, so dab 
also alle GréBen z rational durch die #@ ausdriickbar sind. 

Es bieibt nur noch der mehr Miihe erfordernde Nachweis, daB auch 
die y rational durch die # ausdriickbar sind. Wir zeigen vorerst, daB die 
y algebraisch von den # abhingen. Nach Voraussetzung existiert nimlich 
zu jedem y mindestens eine algebraisch-gebrochene Zahl 8, die die Dar- 
stellung zuliBt: 


(1) B=f,(%) +h@)yt--- +4.) ¥5 

wo f,(#)---f,(@) Polynome aus [9] sind und folglich keine algebraisch- 
gebrochene Zahl darstellen kénnen. Wire nun y von den @ algebraisch- 
unabhingig, so wire (1) identisch in y erfiillt und man hiitte: B = f,(#@) 
im Widerspruch zu den Eigenschaften von [9]. 

Um aus der algebraischen Abhiingigkeit die rationale zu erschlieBen, 
greifen wir aus © eine algebraische Basis H aller Gréfen aus © heraus. 
Dann wird jedes y, als algebraische Funktion der #, auch algebraisch-ab- 
hiingig von den 7; durch y=y(y) wird also ein algebraischer K6rper 
(H, y()) tiber (H) bestimmt. Der Nachweis der rationalen Abhingigkeit 
kommt — da alle y zugleich GréBen # sind — darauf hinaus zu zeigen, 
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daB es zu jedem solchen Kérper primitive Elemente gibt, die rationale 
Funktionen der # sind; genauer wird sich zeigen, daB y(y) durch Mviti- 
plikation mit einem Polynom der die Eigenschaft 1. verliert und folg- 
lich in ein solches Element iibergeht. 

Bekanntlich liegen zwischen (H) und (H, y) nur endlich viele Zwischen- 
kérper. Seien &, = (H), &,---%, diejenigen unter ihnen, die ein durch 
die @ rational ausdriickbares primitives Element besitzen, so daB also jedes 
Element des Kérpers eine rationale Funktion der # wird; eine Bedingung, 
die wenigstens fiir &, — (H) immer erfiillt ist. Die zu 2, gehdrige primi- 


tive Funktion sei gegeben durch ”, wo g,,h, Polynome aus [9]. Dann 
wird — unter «, eine geeignet gewihlte ganze Zahl verstanden — das 
Polynom aus [9]: 

& = 9,(#) + «, h,(), 


eine primitive Funktion von &, oder einem algebraischen Kérper tiber 2,*) 
und jede Funktion (7) aus &, lat also die Darstellung zu: 


~x-1 { -*— 2 moe 
(2) ¥(n) — (n) & + a, (n) + + a,(n) = A(n, &;) 


a(n) a(n) 





wo a(n), a,(y) --- a,(y) ganzzahlige Polynome der y und folglich A(y, §) 
und a(y) GréBen aus [9] sind. 


Die irreduzible Gleichung, der y in bezug auf &, geniigt, sei ver- 
mége (2) von der Form: 


CC) y* + FM, Dy +--+ 72G, 0 =9, 


und es gehéren alle Koeffizienten dieser Gleichung zu [90]. Dann geniigt 


die Funktion y,—f(y)-y der in bezug auf 2, gleichfalls irreduzibeln 
Gleichung: 


Fae | 


yi! + hM, Ey t tees t+ (f° (n))* fans g,) = 0 


vermége deren sie zugleich algebraisch-ganz von [H, £,] abhingt; das 
gleiche gilt von dem Produkt y, mit einem beliebigen Polynom der 4. 
Insbesondere hiingt also die Funktion 


(3) ¥ = f%x) (a) «++ FC) +y 


algebraisch-ganz von allen Bereichen [H, ¢,] ab vermége der jeweils in 
bezug auf &, irreduzibeln Gleichung: 


(4) Yy*+ F(a, g,) Y""*4.. “+ F(a, .) =0 (¢=0,1,---,6). 
Wir zeigen jetzt, daB Y das gesuchte, durch die # rational ausdriick- 


*) Vgl. dazu § 5 Schlub. 
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bare primitive Element darstellt. Durch Y und [0] sei etwa die alge- 
braische Zahl y dargestellt: 


(5) y = ky(8) + (8) ¥ +++ +2,(8) ¥* 

wo also k,(#)---k,(#) Polynome aus [0]. Wir bestimmen jetzt die 
irreduzible Gleichung, der Y in bezug auf den aus dem Koeffizienten- 
bereich von (5) entstehenden Kérper 8 = (H; k,(®) -- - k,(®)) geniigt; diese 
ist bekanntlich gegeben durch die irreduzible Gleichung von Y in bezug 
auf den — zwischen (H) und (H, Y) liegenden — Durchschnittskérper 
von & und (H, Y). Nun ist (H, ¥Y) nach (3) mit (H, y) identisch; da 
ferner alle Elemente aus 8, also auch alle Elemente des Durchschnitts- 
kérpers sich rational durch endlich viele @ ausdriicken lassen, ist dieser 
letztere notwendig durch einen der Kérper &,, 2,,---,2, gegeben, etwa 
durch 2,. Die gesuchte irreduzible Gleichung wird somit nach (4) vom 
Grade 4, und ergibt sich als: 


(6) Y*+ FC, 6) Yi +--+ + Fi (ni, &) = 0 

mit Polynomen aus [9] als Koeffizienten. Vermége (6) laéBt sich (5) um- 
formen in: 

(7) y = K,(@) + K,(@) ¥+---+ Ki,-1(@) ¥*™", 

wo K,(#), K,(#),--- zu & gehéren und andererseits Polynome aus [0] 
sind. Da aber y eine algebraische Zahl, erreicht die Relation (7) in Y 
den Grad 4, nicht und ist also identisch in Y erfiillt. Somit wird 


le K,(#), 

d. h. y gehdrt zu [0] und ist folglich eine ganze algebraische Zahl. 

Durchliiuft nun y alle durch Y und [9] darstellbaren algebraischen 
Zahlen, so durchliuft der Durchschnittskérper von (H, Y) und dem zu- 
gehérigen Kérper & immer nur die Kérper %,, &,,---,&, und alle obigen 
Schliisse bleiben erhalten; d. h. durch rational-ganze Adjunktion von Y zu 
[0] kann keine algebraisch-gebrochene Zahl dargestellt werden. Y hat also 
die Eigenschaft 1) nicht mehr; ist nach 2) oder 3) eine GréBe z oder @ 
und folglich rational durch endlich viele # darstellbar; dasselbe gilt nach 
(3) fiir y: © ist als rationale Basis aller Zahlen erwiesen. Da umgekehrt, 
durch Voranstellung von 9 in der Wohlordnung, jede rationale Basis mit 
Nebenbedingung sich nach 1), 2), 3) konstruieren laBt, ist somit bewiesen: 
Die durch 1), 2), 3) gegebene Konstruktion fiihrt zu der allgemeinsten ratio- 
nalen Basis mit Nebenbedingung fiir alle Zahlen. 
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§ 8. 
Die Einteilung der Bereiche @ und § in Klassen.*) 


Neben die Frage nach den allgemeinsten Bereichen © und § tritt 
die weitere Frage nach den wesentlich verschiedenen Bereichen, die sich — 
in unten naher zu prazisierendem Sinne — nicht durch das gleiche Kon- 
struktionsprinzip erzeugen lassen. Dies fiihrt zu einer Einteilung dieser 
Bereiche in Klassen. 

Zwei Bereiche sollen als zu der gleichen Klasse gehirig oder isomorph 
bezeichnet werden, wenn sich ihre Elemente derart ein-eindeutig aufeinander 
beziehen lassen, dab der Summe und dem Produkt irgend zweier Elemente 
des einen Bereichs immer Summe und Produkt der entspreehenden Elemente 
zugeordnet sind. Aus dieser Definition folgt, daB bei jeder isomorphen Be- 
ziehung die Null und die Einheit sich selbst entsprechen, und daB alle 
algebraischen Relationen zwischen endlich vielen Elementen fir die ent- 
sprechenden Elemente erhalten bleiben und umgekehrt. Insbesondere ent- 
sprechen also neben der Einheit auch alle rationalen Zahlen sich selbst, 
wahrend die Gesamtheit der algebraischen Zahlen — und ebenso die Gesamt- 
heit der algebraisch-ganzen Zahlen — in sich tibergeht, aber sehr wohl 
einer einzelnen algebraischen Zahl die konjugierte entsprechen kann. 

Vorerst sei bemerkt daB jeder Bereich aus der Gesamtheit Dt(G) 
aller Bereiche @, die eine feste algebraische Basis H enthalten, einem 
Bereich aus der zu einer anderen algebraischen Basis H* gehérigen Ge- 
samtheit P*(G) isomorph ist. Denn der K6rper aller komplexen Zahlen 
geht aus jeder algebraischen Basis durch algebraische Erweiterung hervor, 
und ist folglich von gleicher Michtigkeit wie die Basis**); H und H* sind 
also von gleicher Machtigkeit und durch Zuordnung der BasisgréBen 4, 
und 7,* ist die gewiinschte isomorphe Abbildung hergestellt.***) Hin- 
gegen enthilt Yt(G) nicht-isomorphe oder wesentlich verschiedene Bereiche &, 
wie aus den Beispielen in § 2,3 und 5 folgt; denn da bei der isomorphen 
Abbildung alle algebraischen Relationen erhalten bleiben, muB einer alge- 
braischen Basis wieder eine algebraische Basis entsprechen, in § 2 und 3 


*) Vgl. E. Steinitz, Algebraische Theorie der Kérper. Crelles Journal 137 (1910). 
Besonders § 23 und 24. (In § 23 wird schon die Existenz der algebraischen Basis 
bewiesen.) 

**) Steinitz, § 23 und 24. 

***) Dieser SchluB gilt natiirlich nicht fiir zu zwei rationalen Basen © und O* 
gehérigen Mengen %(G) und M*(G); auch aus der gegenseitig rationalen Ausdriick- 
barkeit von © und ©* kann noch nicht auf die Isomorphie von 2(G) und R*(G) ge- 
schlossen werden, wohl aber ist dadurch eine isomorphe Beziehung zwischen den 
Korpern (6) und (©*) hergestellt. 
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war aber gezeigt, daS Funktional- und Modulbereich keine algebraische 
Basis besitzen, derart, daB alle Basiseigenschaften des Zermeloschen Be- 
reichs erfiillt waren. Da der Funktionalbereich des § 2 algebraisch-ganz 
abgeschlossen ist, enthilt also auch die Teilmenge 2%(H) wesentlich ver- 
schiedene Bereiche §. 


Es soll nun — analog der Basiskonstruktion — gezeigt werden, wie 
man aus Yt(G) eine solche Teilmenge 2(G) herausgreifen kann, daB alle 
Bereiche & aus 2(G) wesentlich verschieden, aber jeder Bereich aus Pt (G) 
— und folglich jeder Bereich G tiberhaupt — einem Bereich aus 2(@) 
isomorph ist. Es sei 9t(G) einer Wohlordnung Q unterworfen; dann 
kann ein Bereich G aus t(G) irgend einem vorangehenden isomorph 
sein oder auch nicht. Die Bereiche G, die keinem vorangehenden isomorph 
sind, bilden eine Menge 2(@), die nach ihrer Konstruktion nur wesent- 
lich verschiedene Bereiche © enthilt. Der Induktionsschlu8 zeigt ferner, 
daB jeder Bereich aus 2%(G) einem Bereich aus L(G) isomorph ist. Denn 
sei &, der erste Bereich fiir den dies nicht erfillt; ©, gehért entweder 
zu &(G) oder ist einem vorangehenden Bereich ©, isomorph, der nach 
Voraussetzung einem Bereich aus £(G) isomorph ist, was folglich auch 
fir @, gilt. Da jeder Bereich G zu einer Menge Mt*(G) gehért und 
folglich einem Bereich aus Yt(G) isomorph ist, ist somit durch L(G) die 
Gesamtheit der Klasse von Bereichen & représentiert. 


Ersetzt man in einem Bereich @ aus 2(G) die BasisgréBen » durch 
diejenigen »* irgend einer anderen Basis, so entsteht — wie oben gezeigt — 
ein zu © isomorpher Bereich. Sei umgekehrt G* ein beliebiger Bereich 
und also einem Bereich & aus 2(G) isomorph. Entsprechen dabei den 
BasisgréBen » die GréBen 7* aus G*, so bilden diese wieder eine alge- 
braische Basis, und ©* enthilt dieselben algebraischen Funktionen von 
7* wie © von » — oder deren Konjugierte. Jeder zu G isomorphe Bereich 
entsteht also, indem man in @ und seinen in bezug auf (H) Konjugier- 
ten*) — falls diese von © verschieden — die algebraische Basis H jede 
mégliche algebraische Basis durchlaufen laBt. Aus jedem festen Bereich 
@, aus 2(G) entsteht auf diese Weise die Klasse §,, die alle und nur 
die Bereiche © enthialt die ©, isomorph sind, aber méglicherweise jeden 
Bereich mehrmals oder auch unendlich oft. Aus 8, liBt sich nach dem 
obigen Verfahren eine Teilmenge 8,* herausgreifen, die jeden zu ©, iso- 
morphen Bereich einmal und nur einmal enthilt. Durchliuft &* alle 
Klassen, so erhilt man also die Gesamtheit aller Bereiche G, jeden Be- 


*) Die Elemente dieser zu @ konjugierten Bereiche lassen sich sicher nach II 
rational durch die Elemente von © ausdriicken, aber nicht notwendig ganz wnd ratio- 
nal, und die Konjugierten kénnen somit von @ verschieden sein. 
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reich einmal und nur einmal. Zur Charakterisierung der Klasse &, kann 
natiirlich an Stelle von ©, irgend ein anderer Bereich der Klasse treten, 
aus dem sich wie oben alle Bereiche aus &; ableiten lassen. Zusammen- 
fassend erhalten wir: 

Aus M(G) last sich eine Teilmenge L(G) herausgreifen, derart, daB 
die Bereiche © aus 2(@G) der Gesamtheit der Klassen (ohne Wiederholung) 
eineindeutig zugeordnet sind. Dabei entsteht aus &, die zugehdrige Klasse &,; 
dadurch, daB in @,; und seinen in bezug auf (H) Konjugierten H jede mig- 
liche algebraische Basis durchliuft. Bedeutet &;* alle voneinander verschie- 
denen Bereiche aus &,, und durchliéuft &;* alle Klassen, so entsteht die Ge- 
samtheit aller Bereiche ©, jeder Bereich einmal und nur einmal.*) 

Analoges gilt fiir die Bereiche § aus algebraisch-ganzen transzenden- 
ten Zahlen. 

§ 9. 
Ein Beispiel von abzihlbar unendlich vielen Klassen von Bereichen G. 


Die Michtigkeit der in § 4” und § 6” angegebenen Konstruktionen 
laBt sich aus den Anmerkungen dazu ablesen als gleich der Michtigkeit 
aller Wohlordnungen, also gleich 2°, wenn ¢ die Miichtigkeit des Kon- 
tinuums bedeutet. Daraus laBt sich aber kein RiickschluB ziehen auf die 
Michtigkeit der Gesamtheit aller Bereiche G, jeden Bereich einmal und 
nur einmal gezihlt, und noch weniger auf die Michtigkeit aller Klassen. 
DaB die Anzahl der Klassen sicher nicht endlich ist, sei noch an einem 
Beispiel von abzihlbar unendlich vielen Bereichen © — analog denen des 
§ 5 — gezeigt, die sich alle als wesentlich verschieden erweisen werden 
und somit abzihlbar unendlich viele Klassen liefern.**) 

Analog § 5, (1) bestehe der Bereich ©, aus der Gesamtheit der Gripen 
(1) &= dy + 4,(y) +--+ +4,_,(y) mod. M,(y), 
wo a(n) homogene Formen i*” Dimension der 4 bedeuten; und der Modut 
M, als Basis alle Potenzprodukte o* Dimension der 4***) und als Multipli- 
katoren alle ganzen algebraischen Funktionen der y enthilt. Wir zeigen, 
daB bei einer isomorphen Beziehung zwischen zwei Bereichen @, und 
G, (6+1) notwendig auch die Moduln Mt, und M, sich isomorph ent- 
sprechen, woraus leicht die Unmiéglichkeit folgt. Die Unbestimmten in 

*) M(G) ist dabei nach § 6 und 7 zu konstruieren: man ergiinze nach § 7 eine 
algebraische Basis H zu jeder aus ihr hervorgehenden rationalen Basis 0, mit Neben- 
bedingung, und bilde zu jedem O nach § 6” die Gesamtheit %(G) aller Bereiche & 
die © enthalten. 

**) Ebenso liefern die Bereiche © des § 5 abzihlbar unendlich viele Klassen; 
der Nachweis ist aber etwas komplizierter. 

*™) Natiirlich treten bei jedem einzelnen z nur endlich viele Potenzprodukte der 
7 im Modul anf. 
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G, seien mit § bezeichnet; durch die isomorphe Beziehung seien diesen £ 
die GréBen f(y) aus &, zugeordnet. Da die isomorphe Beziehung auch 
bei Quotientenbildung erhalten bleibt, entspricht dadurch dem Bereich G. 
aller ganzen algebraischen Funktionen der £ ein algebraisch-ganz abge- 
schlossener Bereich Z, bestehend aus allen Funktionen, die algebraisch-ganz 
von den f(y) abhiangen, also auch in den y algebraisch-ganz sind. 

Es entspreche (1) einer GréBe aus Yt_; dann muB wegen der Modul- 
eigenschaft von Yt, auch das Produkt von (1) mit einer beliebigen GréBe 
w(y) aas L zu G, gehdren, in Formeln: 


(2) (dy +4 (9) +++ +45_1(0)) + Cy) = by + Oy (u) + +++ +,_1(y) mod. M,. 
Da durch Nullsetzen aller y sich a, -w(0) =}, ergibt, schreibt (2) sich 
um in 
(3) (Gy + a, (4) +--+ +4,_,)) (HM) —¥O) =e,(y) +--+ + €,_4(y) mod. M,. 
Da nun neben ~(y) auch die Funktionen 
to(n) = Vo) — ¥ (0) 

fiir jedes »v zu Z gehéren, und da z,(0)—O ist, gelten analog (3) die 
Formeln: 
(4) (a) +4, (9) ++" +4,_10)) 4,0) Sep (u) ++ +2, (4) mod. M, (v—1,2,---). 

Es bezeichne A(y) vom Grade 4 das Produkt von zy, = w(y) — ¥(0) 
mit seinen x — 1 Konjugierten; wegen y,(0) = 0 muB A(m) mit Gliedern 
mindestens erster Dimension beginnen. Aus (4) ergibt sich: 
(5) ay -4,(y)=0 mod. .M,; a} - x,(y) =O mod. M,; a5*- A(y) =O mod. M, ,, 
und also, fiir a4,+0 analog wie in §3: 4>vx. Da aber vee im 


Widerspruch zu der algebraisch-ganzen Abgeschlossenheit von © steht, 
wird notwendig a,=0. Aus (4) ergibt sich jetzt: 
(6) a,(y)-2,(u)=4? (4) mod. My; [a,()]"*- A(m) =[4(n)]"* mod. M, , 45 
und daraus, da A(y) mit Gliedern mindestens erster Dimension beginnt, 
c”(y) = 0. Also hat man in voller Analogie zu (5) fiir jedes v: 
a,(4) + 4.(n) = 0 mod. M,; [a,(n)}"*A(y) = 0 mod. M,,, 
und daraus a,(y)=0. So fortfahrend gibt die abwechselnde Anwendung 
von (5) und (6): 
a = 0, a,(4) = 0, +--+, a,_,(y) = 9; 

d. h. da die analoge Betrachtung auch in bezug auf ©, gilt: Bei jeder 
isomorphen Beziehung zwischen ©, und G©, (6-1) entsprechen die Moduln 
M, und M_ sich isomorph. 

Sei etwa o >t: den Unbestimmten € hatten die GriBen f(y) aus G, 
entsprochen; und da sich alle GréBeu aus G, durch Polynome der £ mod. M, 
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darstellen lassen, ergeben sich wegen des Entsprechens von I, und M, 
alle GréBen aus G, als Polynome der f(y) mod. M,. Da wegen o>1r>1 
die Unbestimmten 7 sicher nicht zu 9%, gehdren, und also ganz und 
rational durch die f(y) mod. M, ausdriickbar sind, muB es f(y) mit nicht 
verschwindenden linearen Gliedern geben. Es entspreche also: 
£: f(y) =% + @,(y) mod M, [a,(y) +0); 
&:[f(m) =a," mod. M, fiir a, + 0; 
=[a,(q)}’ mod. M,,, fiir a, = 0. 
f* gehért zu M_; [f(y)]* beginnt mit nicht verschwindenden Gliedern 0‘ 
oder r* Dimension und kann wegen t<o nicht zu Yt, gehdéren, im 
Widersprach zu dem abgeleiteten Entsprechen von IM, und Mt,. Da der 
Fall tr >o durch Vertauschen von y mit € miterledigt ist, ist somit ge- 
zeigt, daB die Bereiche ©, und &, nicht-isomorph oder wesentlich verschieden 
sind. Durch die Bereiche ©, (i=1,2,--+ in inf.) ist somit ein Beispiel von 
abzihlbar unendlich vielen Klassen von Bereichen © gegeben. 
Bemerkung. Obwohl also je zwei Bereiche &, nicht-isomorph sind, 
kann sehr wohl von zwei Bereichen jeder einem Teil des andern isomorph 
sein.*) Sei etwa t= 1, 6 beliebig: 
G, 24 + Mi (8); G2 dy + a,(y) +--+ + 4,_,(0) + M,(y). 
Durch die Zuordnung £ = 7 wird G, ein echter Teiler von @,; durch die 
in @, und G, gegenseitig eindeutige Zuordnung: £ = 7’, 7 = V€ wird 
umgekehrt G, ein echter Teiler von @,; jedes G, ist also auch einem 
echten Teiler von sich selbst isomorph. Im Gegensatz zu dem Durch- 
schnittsbegriff existiert also der Begriff der Durchschnittsklasse — d. h. 
einer Klasse derart, daB jeder ihrer Bereiche einem echien Teiler jedes 
Bereiches jeder anderen Klasse isomorph wire — nicht, wenigstens nicht 
als eindeutig bestimmter. 


§ 10. 
Die ganzen GroéBen eines beliebigen Korpers. 


Die Entwicklungen der vorhergehenden Paragraphen haben — sofern 
man in die Definitionseigenschaften III und IV fiir die Bereiche @ die 
algebraischen Zahlen nicht mit aufnimmt — fir die Bereiche @ sich nur 
auf die Tatsache gestiitzt, daB die Gesamtheit aller komplexen Zahlen 
einen Kérper bildet**); fiir die Bereiche auf die weitere, daB dieser 


*) Dies Verhalten kann auch bei Kérpern auftreten, vgl. Steinitz, a, a.O. SchluB. 
**) Nur in § 7 wurde die weitere Voraussetzung benutzt, daB der ,,Primkérper“ 
der rationalen Zahlen unendlich viele Elemente enthalt; im Falle eines Primkérpers 
von nur endlich vielen Elementen fillt aber — wie wir sehen werden — dieser Para- 
graph einfach fort. 
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Kérper algebraisch abgeschlossen ist. Die gewonnenen Resultate lassen 
daher direkt die Verallgemeinerung auf den allgemeinsten Kérper za, der 
nach Weber und E. Steinitz*) abstrakt definiert ist als ein System von 
Elementen mit zwei Operationen; Addition und Multiplikation, welche 
dem assoziativen und kommutativen Gesetz unterworfen, durch das distri- 
butive Gesetz verbunden sind, und unbeschrinkte und eindeutige Um- 
kehrungen zulassen.“**) 


Jeder solche Kérper enthilt ein Einheitselement, und folglich den 
durch die Operationen der Addition und Multiplikation und ihrer Um- 
kehrungen daraus abgeleiteten ,,Primkérper“, der entweder vom Typus 
der rationalen Zahlen (Charakteristik 0) oder vom Typus des Rest- 
klassensystems einer Primzahl p (Charakteristik p) ist.***) Die ganzen 
Gripen des Primkirpers sind dann wohldefiniert als die durch Addition 
und Subtraktion aus dem Einheitselement hervorgehenden GréBen; fiir 
Primkérper von der Charakteristik p erschépfen die ganzen Gréfen schon 
den Primkérper, es gibt keine gebrochenen GréBen des Primkérpers. Jeder 
algebraisch abgeschlossene Kérper enthilt einen ,absolut algebraischen 
Koérper“, der aus dem Primkérper durch Adjunktion aller in bezug auf 
den Primkérper algebraischen Elemente hervorgeht; der also fiir Kérper 
von der Charakteristik 0 vom Typus des Korpers aller algebraischen Zahlen 
ist. Die algebraisch-ganzen Grifen des absolut algebraischen Korpers sind 
dann wohldefiniert ais alle GréBen, die algebraisch-ganz von den ganzen 
GréBen des Primkérpers abhiingen (oder — was dasselbe ist — von der 
Einheit); fir Kérper von der Charakteristik p existieren also auch keine 
algebraisch-gebrochenen GréBen des absolut algebraischen Kérpers. Nach 
diesen Vorbemerkungen lat sich die Definition der ,ganzen“ und ,,alge- 
braisch-ganzen“ GréBen auf beliebige Kérper, bzw. auf algebraisch abge- 
schlossene tibertragen: Die ganzen Grifen eines Korpers R sind definiert 
als ein Integritdtsbereich © von GriBen aus R, déessen Quotientenkirper+) 
erschipft und der das Einheitselement, aber keine gebrochene Gripe des Prim- 
korpers enthilt. 

Die algebraisch-ganzen Groen eines algebraisch-abgeschlossenen Korpers 
2 sind definiert als ein algebraisch-ganz abgeschlossener Integrititsbereich 5 
von GriBen aus 2, dessen Quotientenkirper & erschipft und der das Ein- 
heitselement, aber keine algebraisch-gebrochene Grife des absolut algebraischen 
Korpers enthiilt. 


*) a. a. O., Einleitung. 
**) Nur die Division durch Null ist auszuschlieBen. 
***) Steinitz, § 4. 
+) D. h. der aus allen Quotienten von je zwei GréBen aus & bestehende Kérper. 
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Fiir Kérper von der Charakteristik Null gelten wirtlich die in den 
vorangehenden Paragraphen gewonnenen Resultate, wenn man nur die 
palgebraischen Zahlen“ durch die GréBen des Primkérpers, bzw. absolut 
algebraischen Kérpers ersetzt. Fiir Kérper von der Charakteristik p ver- 
einfachen die Resultate sich noch wesentlich dadurch, daB der Primkérper 
keine gebrochenen GréBen enthilt und die Nebenbedingung fiir die ratio- 
nale Basis und die zu adjungierenden Systeme also einfach wegfillt.*) 
Somit lautet! das’ Resultat: Die abstrakte Definition laft als ganze Grifen 
eines Korpers von der Charakteristik p zu: jeden aus einer beliebigen ratio- 
nalen Basis abgeleiteten Integritiitsbereich, den Korper selbst und jeden zwischen 
diesen Bereichen und dem Korper liegenden Integrititsbereich. Entsprechend 
gelten als algebraisch-ganze Gripen eines algebraisch abgeschlossenen Korpers 
von Primzahlcharakteristik: jeder algebraisch-ganz abgeschlossene Integritats- 
bereich, der awischen dem aus einer algebraischen Basis abgeleiteten und dem 
Korper selbst liegt — mit EinschluB der beiden Grenabereiche. Fiir die 
allgemeinsten Kérper von Primzahlcharakteristik ist also wie bei den zu- 


gehérigen Primkérpern der Unterschied zwischen Ganz und Gebrochen 
verwischt.* 


Erlangen, 30. Miirz 1915. 


*) Vgl. die erste Anmerkung zu diesem Paragraphen. 
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Uber eine geometrische Anwendung der Abelschen 
Integralgleichung. 


Von 


Paut Fonx in Prag. 


I. Formulierung der Aufgabe. In eine geometrisch anschauliche 
Form eingekleidet, lautet die Aufgabe, die wir hier behandeln wollen, 
folgendermaBen: Man denke sich, es sei fiir jeden ebenen Schnitt, den 
man durch einen Punkt O im Innern eines Koérpers K legen kann, das 
Volumen der beiden Hilften, in die der Kérper zerfillt, bekannt; was 
kann man dann iiber die Gestalt des Kérpers K aussagen? Wir denken 
uns die Gleichung -der Oberfliiche von K in gewéhnlichen riumlichen 
Polarkoordinaten dargestellt, den Punkt O wiihlen wir als den Ursprung 
des Koordinatensystems, r sei der Radiusvektor, u die Poldistanz, v die 
geographische Linge. Dann kénnen wir 


r® . 
7 = O(u, v) 


als die gesuchte Funktion des Ortes auf der Kugel betrachten und die 
obige Frage auch folgendermaBen ausdriicken. Von der Funktion des 
Ortes auf der Kugel ®(u,v) sei das iiber jede beliebige Halbkugel er- 
streckte Doppelintegral 


J O(u, v) dk 


bekannt, wobei dk das Flichenelement bedeutet; inwiefern ist hierdurch 
die Funktion (u,v) selbst bestimmt? Ordnen wir den Wert des Doppel- 
integrals immer dem Pol der Halbkugel zu, tiber die es erstreckt ist, so 
erhalten wir eine als gegeben anzusehende Funktion des Ortes auf der 
Kugel (u,v), die die Eigenschaft hat, daB die Summe der Werte in 
zwei diametral entgegengesetzten Punkten immer ein und denselben kon- 
stanten Wert V ergibt nimlich den Wert des iiber die ganze Kugel 
erstreckten Doppelintegrals, also das Volumen des gesuchten Kérpers. 


Mathematische Annalen. LXXVII 9 
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Sei nun F(z) eine folgendermaBen definierte Funktion von x 


fir OUOSae<l sei F(x) —1, 
fir-—l<z<0 sei F(x) =0 


und deuten wir jetzt x als den Kosinus der sphirischen Entfernung zweier 
Punkte auf der Kugel, also setzen wir 


x = cos u cos u’ + sin u sin u’ cos (v—v’), 


dann kénnen wir unsere Aufgabe auch in der Form einer Integralglei- 
chung erster Art aussprechen: 


¥ (u,v) = | F (cos u cos u’ + sin u sin u’ cos (v—v’)) O(w’, v') dK’, 


wobei das Integral iiber die ganze Kugel zu erstrecken ist und Y(u, v) 
der Bedingung geniigt: 


V(u, v) + ¥(a—u, v+a) = V. 


Die gesuchte Funktion kénnen wir uns nun in drei Bestandteile zerlegt 
denken 


(1) O(u, v) = = (D(u, v) — O(a — u, v + 2) 


+5 (O(u, v) + O(@—u, 0+ 2) — >.) + ~: 

Der erste Teil ist eine ungerade Funktion des Ortes auf der Kugel (d. h. 
eine Funktion, bei der die Summe der Werte in diametral entgegenge- 
setzten Punkten gleich Null ist). Wir wollen ihn kurz mit %,(u,v) be- 
zeichnen. Der zweite Teil ist eine gerade Funktion des Ortes auf der 
Kugel (d. h. eine Funktion, bei der die Werte an diametral entgegen- 
gesetzten Punkten gleich sind). Ferner ist fiir ihn das iiber jede beliebige 
Halbkugel erstreckte Integral gleich Null; somit hat dieser Bestandteil 
auf den Wert von Y keinen EinfluB und kann also vollkommen willkiir- 
lich gewihlt werden. Der dritte Teil bei der obigen Zerlegung ist als 
bekannt anzusehen. Den zweiten Bestandteil wollen wir zuniachst identisch 
gleich Null wihlen. Subtrahieren wir dann von (1) die Identitat 


V ay , ‘ be xl an , 
_= / (F(cosu cos u’ + sin uw sin uw’ cos (v — v’)) = dK 
. ; PS ‘ 
und bezeichnen wir Y(u,v)— > mit ¥,(u, v), so erhalten wir 


(la) Y,(u,v) - F (cos u cosu’+ sinu sinw’ cos (v—v’))®, (u’, vd R’, 


wo jetzt ®, und ¥, ungerade Funktionen des Ortes auf der Kugel sind. 
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Il. Zuriickfiihrung der Integralgleichung mit dem Doppel- 
integral auf eine Intgralgleichung mit einem raya Integral. 
Setzen wir nun in der Integralgleichung (la) w= —, d.h. nehmen wir 


an, der Pol der Halbkugel, iiber die das Integral zu ANE ist, liege 
am Aquator, dann erhalten wir 


a oe | 


0 


(=, v) -f fais v’) sin w dw) av’. 
“4 


o- 


Differenzieren wir jetzt nach v, so erhalten wir 


nm 
e ry 
c , 4 . , 
Fs = )= foul ) sin w du — J ®, (w,v—4) sinw du’. 
e 
0 


Aus der Voraussetzung, daB ®, (u,v) eine ungerade Funktion sein soll, folyt: 


Gu f ®, (wo +2) sin udu + he (w,o — =) sin w dw’, 
0 0 
und durch Addition der letzten beiden Gleichungen ergibt sich 


: 2 Y, (=v) so ®, (w, v+ =) sin uw dw’. 
0 
Die soeben angeschriebene Gleichung hat einen von der speziellen Lage 
des beniitzten Koordinatensystems unabhiingigen Sinn. Links vom Gleich- 
heitszeichen steht der halbe Differentialquotient nach dem Bogenelement 
der bekannten Funktion Y,(u,v). Rechts vom Gleichheitszeichen steht ein 
Integral, das iiber einen halben Grofkreis zu erstrecken ist. Dieser halbe 
GroBkreis steht mit dem Bogenelement, nach dem differenziert wird, in 
der folgenden Lagenbeziehung. Legt man durch das Bogenelement einen 
GroBkreis und trigt auf ihm entsprechend dem Richtungssinn des Bogen- 


elements * auf, dann gelangt man zum Halbierungspunkt des Halbkreises 


und es stehen dieser Viertelkreis und der Halbkreis aufeinander senkrecht. 
Durch diese Lagenbeziehung sind einem Halbkreis zwei Linienelemente 
auf der Kugel zugeordnet, und zwar liegen sie an diametral entgegengesetzten 
Stellen der Kugel, sie gehéren ein und demselben GroBkreis an, der 
Richtungssinn, den jedes von ihnen diesem GroBkreis zuordnet, ist aber 
verschieden. Da aber die Funktion, die nach dem Bogenelement differenziert 
wird, eine ungerade Funktion des Ortes auf der Kugel ist, so ist der Wert 
9* 
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des Differentialquotienten bei heiden Bogenelementen derselbe. Unter dem 
Integralzeichen steht die unbekannte Funktion des Ortes, multipliziert mit 
dem Sinus der Bogenliinge (gerechnet von einem der Eckpunkte aus) und 
mit dem (mit positiven Vorzeichen versehenen) Lingenelement. Fiir jeden 
beliebigen halben GroBkreis kénnen wir also den Wert dieses Integrals 
als bekannt ansehen. 

Ill. Der Spezialfall des Rotationskérpers. Wenden wir uns 
nun dem Fall zu, daB die gesuchte ungerade Funktion die Variable v 
nicht enthalt und setzen wir dann statt %,: g, (cos uw). Es entspricht dies 
dem Fall des Rotationskérpers. Den halben GroBkreis, iiber den das be- 
trachtete Integral zu erstrecken ist, wihlen wir so, daB seine Endpunkte 
am Aquator liegen. 

Sei 4 die sphiirische Entfernung eines Punktes des Halbkreises von 
einem Endpunkt aus und i der Neigungswinkel des Halbkreises gegen den 
Aquator, so daB alle seine Punkte der Gleichung geniigen 

cos & = sin é sin A. 
Nach dem soeben Erérterten ist das Integral 


nm 
(2) f g, (sin ¢ sin A) sin 4 di = x(sin 7)*) 
0 
als eine bekannte Funktion von i anzusehen. Setzen wir nun 
snisma=—Vz, sini=—Vz 

also 

1 dz 

di = — — 

2 ¥z Ve—2’ 

so verwandelt sich Gleichung (2) nach Multiplikation mit sin @ in: 
20) faa (Vz) = [ 9@2#. 
\< a) I z z (Vz) V2— 3 
i) 


Somit ist fiir diesen Fall unser Problem tatsichlich auf die Auflésung 

einer Abelschen Integralgleichung**) zuriickgefiihrt. Nach der von Abel 

angegebenen Auflésungsmethode erhalt man 

y 

ig Vex) 
Vy—« 


*) Bezeichnet man fiir diesen Spezialfall die gegebene Funktion mit y, (cos 1) 
statt mit Y,, so ist: 


p(y) = da 
0 


x (sin) = (— : (eons) 


**) Abel, Crelles Journal Bd. 1, 8.153. Vgl. auch Goursat, Cours d’Analyse, 
2. ed. 8. 348. 





A aE 


o ante 








Uber die Abelsche Integralgleichung. 133 


und zwar ist dies, wie aus der Abelschen SchluBweise unmittelbar hervor- 
geht, die einzige Lésung von (2a). 

IV. Eine allgemeine Bemerkung iiber Integralgleichungen, 
in denen eine Funktion der Entfernung zweier Punkte der Kugel 
als Kern auftritt. Wie in eimer anderen Arbeit, so werde ich auch hier, 
um eine bequemere Ausdrucksweite zu erzielen, fiir einen in der Theorie 
der Kugelfunktionen seit jeher gebrauchten Begriff eine kurze Bezeichnung 
einfiihren. Sei A ein beliebiger Punkt auf der Kugel. Betrachten wir ihn 
als Pol eines Koordinatensystems, das aus Meridianen und Parallelkreisen 
besteht. Es bedeute in diesem Koordinatensystem « und v wieder Pol- 
distanz bzw. geographische Linge. (u,v) sei nun eine beliebige Funktion 


22 
, > a or , 
des Ortes auf der Kugel. Dann bezeichne ich — J O(u, v) dv als ,,die 
-We ; : 
0 


Versteifung der Funktion © fiir den Punkt A“. In A ist der Wert der 
Funktion und ihrer Versteifung derselbe. Von einer ,fiir den Punkt A 
steifen Funktion wollen wir sprechen, wenn die Funktion lings aller 
Parallelkreise, die zu A als Pol gehéren, konstant ist. Sei nun F(x) irgend- 
eine im Intervall — 1<2< 1 integrable Funktion von z und deuten wir 
« als Kosinus der sphirischen Entfernung zweier Punkte auf der Kugel. 
Dann gilt folgender Satz: Wenn © der Integralgieichung geniigt 


, 
¥ (u,v) =| F (cos u cos uw’ + sinw sin u’ cos (v —v’)) O(u', v') dK", 


so geniigt die Versteifung von @ fiir irgendeinen Punkt A jener Integral- 
gleichung, in der rechts vom Gleichheitszeichen statt Y die Versteifung 
von ¥ fiir A auftritt. Indem wir nimlich auf beiden Seiten nach v inte- 
grieren, durch 22 dividieren und auf der rechten Seite die Integrations- 
folge vertauschen, erhalten wir: 


22 
eo 
1 
¥ (u,v) dv 
2% ; 
0 
22x 
1 a i > “ 
3 _ . . , , a , 
=5 / [ F(cosu cos uw + sinu sinw’ cos(v —v’)) dv |O(w,v) dK’. 
~~ Le os 


0 


Nun ist aber der Ausdruck in der eckigen Klammer von v’ unabhingig, 
somit erhalten wir 


22 
: / ¥ (u,v) dv 
2x, ’ 

0 


n 


na 22 
_ a ~ 
| ee oer ay [4 ere > 
= { F(cosucosu’+sinu sinu’ cos(v—v’))dv | = | O(u',v’)dv’ | sinuw’ du 
e L jae . 
0 0 0 
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und nach der Vertauschung der Buchstaben v und wv kénnen wir auch 
schreiben 


1 fv v)dv 
0 
m 22 


- f\ [ F(cosn cosu’+ sinu sinw’ cos(v—v’)) | ‘a (wr) dv | av'} sinu’du’, 
* 6 a 


womit die obige Behauptung bewiesen ist. 

V. Die Anwendung auf das vorliegende Problem. Wenn also 
die ungerade Funktion Y, so beschaffen ist*), dab es zu Y, eine ungerade 
Funktion ®, gibt, die die Integralgleichung (1a) erfiillt, dann mu8 es auch 
fiir die Versteifung von Y, fiir einen beliebigen Punkt A eine Lésung 
der Integralgleichung (1a) geben, niimlich die Versteifung von 9, fiir A. 
Diese muB als Versteifung einer ungeraden Funktion selbst eine ungerade 
Funktion sein. Sie ist somit nach IIL durch Auflésung einer Abelschen 
Integralgleichung eindeutig bestimmt. Da in A der Wert von 9, mit dem 
Wert der Versteifung gleich ist, so ist auch der Wert von ®, im Punkt A 
eindeutig bestimmt. Um die allgemeinste Lésung von (1) zu finden, kann 
man zu ®,, wie im Anfang der Arbeit bereits erwihnt wurde, eine be- 
liebige gerade Funktion vom Mittelwert Null addieren, was bei der be- 
trachteten geometrischen Deutung darauf hinauskommt, daB man die Ge- 
stalt des Kérpers dadurch eindeutig festlegen kann, wenn man auBer dem 
Volumen der beiden Hilften fiir jeden beliebigen Schnitt auch noch bei 
einem dieser Schnitte die Gestalt der einen der beiden Hilften des Kérpers 
als gegeben betrachtet. 


Im Anschlu8 an die im obigen behandelte Aufgabe wollen wir noch 
zwei kleine Bemerkungen machen. 

1. Bezeichnet w die sphiirische Entfernung zweier Punkte auf der 
Kugel, so ist der iterierte Kern zu dem in der Integralgleichung (1) auf- 
tretenden Kern 22 —2w. Somit erkennt man, da sich auch jene Inte- 
gralgleichung, in der die sphiirische Entfernung zweier Punkte auf der 
Kugel selbst als Kern auftritt, durch zweimalige Auflésung einer Abelschen 
Integralgleichung auflésen laBt. 


*) Jede Integralgleichung, in der eine Funktion der Entfernung zweier Punkte 
auf der Kugel als ein Kern auftritt, kann man natiirlich auch dadurch auflisen, dab 
man auf beiden Seiten der Gleichung in eine Laplacesche Reihe von Kugelfunktionen 
entwickelt und die Koeffizienten vergleicht. Durch Untersuchung der Konvergenz 
kénnte man im vorliegenden Falle ibnlich, wie ich dies in meiner Dissertation, 
Gottingen 1911 ,,Uber Flichen mit lauter geschlossenen geodiitischen Linien* getan 
habe, hinreichende Bedingungen fiir die Existenz von ® herleiten. 
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2. In engem Zusammenhang mit der soeben behandelten Aufgabe 
steht eine friiher von mir behandelte Funktionalgleichung*) fiir Funktionen 
des Ortes auf der Kugel. Integriert man niimlich eine Funktion ® des 
Ortes auf der Kugel lings eines gréBten Kreises und ordnet man den 
Wert des Integrals den beiden Polen zu, die zu diesem gréBten Kreis ge- 
héren, so bezeichnete ich die so erklirte Funktion Y@ als die Kreisinte- 
gralfunktion von ®. Die Aufgabe, eine Funktion ® zu bestimmen, deren 
Kreisintegralfunktion bekannt ist, laBt sich, wie dort gezeigt wurde, eben- 
falls auf die Auflésung einer Abelschen Integralgleichung zuriickfiihren. 
Es ist nun diese Aufgabe gewissermaBen der Grenzfall einer gewéhnlichen 
Integralgleichung erster Art mit einer Funktion der Entfernung zweier 
Punkte auf der Kugel als Kern. Sei F'(z,0) eine folgendermafen erklarte 
Funktion von z und @: 


fir —1<2<—6 und fir b<27<1 sei F(z,d) = 0, 
fir —d<2r<d sei F(z,d) = sa? 
0<d<1, 


dann kann man die Kreisintegralfunktion auch folgendermaBen definieren: 


W (u,'v) = lim_f F(cos w, 6) O(w,,v’) dK’. 
d=0° 
Bildet man nun aber von der Funktion Y wieder die Kreisintegral- 
funktion und bezeichnet man die so definierte Funktion mit ¥Y®, dann 
hingt ¥Y® mit ® durch eine Integralgleichung erster Art zusammen. Man 
tibersieht dies sofort, wenn man zuniichst (¥®) berechnet. Es er- 
gibt sich: 


u=0 


¥® (u,v) -{ = , Ou, v) dK’. 


Auch bei dieser Integralgleichung lift sich somit die Lisung durch zwei- 
malige Aufliésung einer Abelschen Integralgleichung ermitteln. 


*) Vgl. meine bereits erwihnte Dissertation oder Math. Ann, S. 283. 
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Beitrage zur Theorie der Kugelfunktionen. 
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Es soll hier die Frage behandelt werden, wie man im Anschlu8 an 
die allgemeine Theorie der Integralgleichungen die Theorie der Kugel- 
funktionen entwickeln kann, wenn man homogene Integralgleichungen 


zweier Punkte auf der Kugel als Kern auftritt. Dabei wollen wir uns 


es sind aber auch dann dabei gleich alle diejenigen Fille miterledigt, 








2. Art betrachtet, bei denen eine beliebige Funktion*) der Entfernung 


der 


Einfachheit halber auf sietige Funktionen der Entfernung beschrinken; 


bei 


*) Vgl. das von Hilbert angegebene Beispiel: Grundziige einer allgemeinen Theorie 
der Integralgleichungen. Gétt. Nachr. 1904, S. 241. 
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denen eine endliche Iteration des urspriinglichen Kerns eine stetige Funk- 
tion der Entfernung ist. 

Um im folgenden die Ausdrucksweise zu erleichtern, fithren wir zu- 
nichst fiir einen seit jeher in der Theorie der Kugelfunktionen gebrauchten 
Begriff eine eigene Bezeichnung ein. Sei A ein beliebiger Punkt auf der 
Kugel. Wir denken uns ihn als Pol eines Koordinatensystems, das aus 
Meridianen und Parallelkreisen besteht. Sei « die Poldistanz, v die geo- 
graphische Linge, (u,v) eine beliebige integrable Funktion des Ortes 
auf der Kugel. Die Funktion 


22 
ic 
= { (a,») dv 
22, 
0 


bezeichnen wir als die ,,Versteifung der Funktion in bezug auf den Punkt A“. 
Im Punkt A ist der Wert der Funktion und der Wert ihrer Versteifung 
derselbe. 

Ist eine Funktion bereits so beschaffen, daB sie liings aller Parallel- 
kreise, die zu einem Punkt A als Pol gehéren, konstant ist, so wollen 
wir von einer ,fiir den Punkt A steifen Funktion“ sprechen. 

Es sei nun F(z) eine beliebige stetige Funktion im Intervall —1 <¢<1 
und deuten wir x als den Kosinus der sphirischen Entfernung zweier 
Punkte auf der Kugel mit den Koordinaten uv bzw. uv’. Wir stellen uns 
die Aufgabe, die EHigenschaften des Systems der Kigenfunktionen der 
Integralgleichun geri 


nm 22. 
(1) @(u,r)=—2 J Foss cosu’+ sinu sinw’ cos(v - v’)) O(w’, v’) av'| sinu' dw’ 
* e 
0 0 


zu ermitteln. 

Nach Erledigung eines kleinen Hilfssatzes werden wir unter I. zeigen: 
Das normierte Orthogonalsystem der steifen Eigenfunktionen, die zu dieser 
Integralgleichung gehéren, kann stets aus solchen Funktionen zusammen- 
gesetzt werden, die einer gewissen Funktionalgleichung geniigen, die besagt, 
daB sich die Funktionen durch den ProzeS der Versteifung bis auf einen 
konstanten multiplikativen Faktor reproduzieren. Unter Il. wird bewiesen, 
daB diese Funktionen Polynome sind, wenn man als Variable den Kosinus 
der sphirischen Entfernung nimmt; unter III., daB diese Polynome der 
Differentialgleichung der Kugelfunktionen geniigen, woraus die Identitit 
dieser Polynome mit den Legendreschen Polynomen hervorgeht. Unter IV. 
wird bewiesen: das normierte Orthogonalsystem aller Eigenfunktionen kann 
aus solchen Funktionen zusammengesetzt werden, die als Kigenfunktionen 
von Integralgleichungen auftreten, in denen der Kern ein Legendresches 
Polynom des Kosinus der Entfernung zweier Punkte ist. 
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Hilfssatz: Seien f(x) und g(x) zwei im Intervall -1<2<1 de- 
finierte integrable Funktionen von 2, dann gilt stets die folgende Gleichung: 


1 


fo) | f thea’ + V1i—2°V1—2z? cos) av} dz’ 


= 
+1 22 
= | f(z’) fo (v2 + YVi-a?V1—2? cosv) dv dz. 
4 6 


Der Beweis folgt unmittelbar aus der folgenden geometrischen Deutung. 
Es bedeute auf der linken Seite der Gleichung 2’ den Kosinus der Pol- 
distanz, v die geographische Liinge in einem Koordinatensystem mit dem 
Punkt A als Pol. Auf der rechten Seite der Gleichung habe 2 und v 
dieselbe Bedeutung in einem Koordinatensystem mit dem Punkt B als Pol. 
2 sei der Kosinus der sphiirischen Entfernung der Punkte A und B. Wir 
deuten als eine fiir den Punkt A, f als eine fiir den Punkt B steife 
Funktion des Ortes auf der Kugel. Nun stellt sowohl die linke als auch 
die rechte Seite das iiber die ganze Kugel erstreckte Integral des Pro- 
duktes der Funktionen f und dar, woraus die Richtigkeit der Gleichung 
erhellt. 

I. Zuniichst zeigen wir, wenn (u,v) irgendeine Eigenfunktion der 
Integralgleichung (1) ist, so ist auch jede Versteifung von (u,v) eine 
Eigenfunktion. In der Tat erhalten wir, indem wir auf beiden Seiten der 
Gleichung nach v integrieren, durch 22 dividieren und auf der rechten 
Seite die Integrationsfolge vertauschen: 


22 


ee | M(u,v) dv 
=, ; 
0 


a 22 
. 


22a 
a oe | bg eee — } : 
—3- {fore ) F(cosu cosu’+ sinu sinu cos(v—v'))dv | dv’ jsin udu’. 
oe Le 
0 0 0 


Nun ist aber das Integral in der eckigen Klammer von v’ unabhiingig 
und somit erhalten wir: 


22 
~ | O(u,r)dv 
22, (U,v) 6 i 
0 
a 22 2x 
iri f 4 
=A | F'(cosu cosu’+ sinuwsinu’ cos(v—v’))dv ag [ Ow,e)ae" cinu’ dw’. 
e _ e - 
0 0 0 


=) 








Nun vertauschen wir noch auf der rechten Seite der Gleichung die Buch- 
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staben v und wo’, dann kénnen wir diese Gleichung auch folgendermaBen 
‘anschreiben: 


, 1 
' ff o(yeae 
0 








22 22a 
if { [F(cos cosu’+ sinu sinu’cos(v—v’)) | Z f owe) av| dv’ | sinw dw, 
0 0 0 
und in dieser Form der Gleichung ist in der Tat zu ersehen, daB die 
Versteifung von ® ebenfalls der Integralgleichung (1) geniigt. 

Wenden wir uns nun der Betrachtung der steifen Eigenfunktionen 
zu und setzen wir cosu=2, cosu’= 2’, v—v'=%, so laBt sich die 
Integralgleichung, der die steifen Eigenfunktionen geniigen, auch so 
i schreiben: 


+1 22 
(la) p(a)=A4 [ { F(ca’ + Vi—#yi— 2 cos 3) do | 9 (2’) dz’. 
“1 9 
Die Versteifung von (zx) fiir einen beliebigen Punkt der Kugel muB 
nach dem eben bewiesenen Satz ebenfalls eine zu (la) gehérige Eigen- 
funktion sein, also es muB die Funktion 


J ¢ (va’ ++ Vi— 22 V1— 2x? cos 8) do 
"0 


ebenfalls der Gleichung (la) geniigen. 
Es seien nun die Funktionen g,, g,,---, ,, ein vollstiindiges und 
normiertes Orthogonalsystem der zu einem bestimmten Eigenwert 4 ge- 
hérigen Eigenfunktionen. Es mégen also die Gleichungen gelten: 
+1 
| o(2)9,(«)de=—1 fir i=k 


1 


? 


e 
+1 


/ 9,(«)9,(x4)dxax=O0 fir i+k. 
=i 


Die Versteifungen der g, miissen sich nun als lineare Kombinationen 
der g; darstellen lassen. Es muB sich also ein System von m® von x un- 
abhingigen GréBen 





A “7m 


“ vy=1,2,---,m 
angeben lassen, so dab die Gleichungen 


=m 


2a 
(2) - f (wa + Vi—a’ V1—2" cos 6) dé -> A, 9, (2) 
5 


vy=1 
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identisch in z und 2 erfiillt sind. Multiplizieren wir nun von den Glei- 
chungen (2) die ** Gleichung mit o,(x) und die k* Gleichung mit ,(z) 


und integrieren wir von z= —1 bis x = + 1, so erhalten wir unter Be- 
riicksichtigung unseres Hilfssatzes 
Ay, _ A,,. 


Jetzt wenden wir auf die quadratische Form 
m 
s A,, PY; 
— 
1 


das Hauptachsentheorem an. Es lift sich demnach zu den GréBen A,, 
ein System von GréBen «,, finden, die die Orthogonalitiitsrelationen 


l=m 


~\ a er 
> Fn =1 fir :=—ik, 
i=1 
ixm 
Y ef =Q fir i+k 
i=1 


erfiillen und die Eigenschaft haben, daB die oben angeschriebene quadra- 
tische Form, wenn man fiir die 9g, 
k=m 
. © 
G= > 8 P, 
—_—-— 
k=1 
einsetzt, in eine quadratische Form von der Gestalt 
k=m 
SP? 
< ' A, I x 
k=1 


tibergeht. Durch diese Transformation geht das System der Gleichungen (2) 
tiber in 

2x 
(2a) = P, (xza’+ ViI—# V1— 2? cost) dt = A, P, (2). 


0 


Setzen wir z= 1, so erhalten wir 
(3) P,(2’) = A, P,(1). 

Da die Funktionen g,(z) das vollstiindige und normierte Orthogonal- 
system der zu einem bestimmten Eigenwert 1 gehérigen Eigenfunktionen 
bilden, so gilt dies auch von den Funktionen P,(z), somit finden wir: 
Das normierte Orthogonalsystem der steifen Eigenfunktionen der Integral- 
gleichung (1) bzw. das normierte Orthogonalsystem der Eigenfunktionen der 








Pa 
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Gleichung (1a) kann man stets aus solchen Funktionen zusammensetzen, die 
der folgenden Funktionalgleichung geniigen: 


22 
(4) gz) Blew +Vi-eyi-w cos 6) di = tO) 

Il. Um nun zu zeigen, daB die Funktionen P(x) Polynome sein miissen, 
gehen wir folgendermaBen vor. Zu jeder der Funktionen P(x), die ja als 
Eigenfunktion einer Integralgleichung mit stetigem Kern selbst stetig sein 
miissen, liBt sich offenbar eine solche ganze rationale R(x) Funktion 
finden, so dab 


1 
J R(2) P(a) da =c + 0.*) 
—1 


Unter Beriicksichtigung unseres Hilfssatzes und der Funktionalgleichung (3) 
erhalten wir dann fiir 


frw(| 
—1 0 


1 
~ "2a P(x) Pla’) pn,» nf  2%C py. 
a pay PW) da = pq) PO), 


-1 


ovo 


R(x2'+ Vi—2* Vi—2z® cos 3) dv) da’ 


*) Schon ohne einen analytischen Ausdruck fiir P(x) zu kennen, kann man s0- 
P(2) 
P(t) <1 gelten mu8, und 


zwar folgendermaBen: Wenn P(x) keine Konstante ist, so haben P(x) und 
P(ax’ + Yi—2* Y1— a? cosd) = Pia, x’) 

fiir «#|=+-1 auf der Kugel zwei verschiedene Systeme von Niveaukurven. Also gibt 
es keine zwei von Null verschiedene GriSen C, und C,, fiir die C, Px+ C, Pi[aa'] 
identisch gleich Null ist. Quadriert man nun diesen Ausdruck und integriert man 
dann iiber die ganze Kugel, so erhilt man somit eine positiv definite quadratische 
Form der C, und C,. Die Bedingung, die dann die Koeffizienten der Form erfiillen, 
liefert dann die behauptete Ungleichung. 

**) Aus Gleichung (4) kann man auch unmittelbar entnehmen, daf P(x) entweder 
eine gerade oder eine ungerade Funktion (d. h. P(x) =-+ P(—z2)) sein muB. Setzt 
P(x) P(—2z) 
P(i)~ P(—1) 
chung quadriert und zwischen den Grenzen —1 und +1 integriert, folgt(P(1))*=(P(—1))* 
also P(x) =-+ P(—). Ferner folgt aus (3) unmittelbar P(1)4-0. Unter Beniitzung 
dieser beiden Tatsachen und der Stetigkeit von P(x) kann man leicht zeigen, dab 


man fiir R(x) eine Potenz von « wiihlen kann. (Vgl. den Hilfssatz und Zusatz zu 
Beginn des zweiten Teiles.) 


fort aus dieser Gleichung entnehmen, daB fir |x| <1: 


man nimlich 2’ = —1, so folgt: und indem man jetzt diese Glei- 
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d. h. P() geniigt der Integralgleichung 
1 2a 
(5) P(«)= =) ( f R(az’' + Vi—2? V1—2z? cos 8) dé) P(a’) dz’.*) 
-1 0 


Wenn F(z) eine ganze rationale Funktion von z ist, so mu8 auch 


{ R(ea’ + VI—# V1 —27 00s 8) do 
0 


eine ganze rationale Funktion der Variablen z und 2’ sein. Um dies ein- 
zusehen, braucht man sich bloB zu erinnern, daB fiir jedes ungerade n 
22 


{ (cos 0)" dt = 0 
0 


ist. Daher fallen bei der Integration die Glieder mit der Wurzel weg. 
Wenn aber 


22 


{R (aa + Vi— 2? V1— 2? cos 6) dd 
0 


eine ganze rationale Funktion in x und 2’ ist, dann ist die rechte und 
mithin auch die linke Seite der Gleichung (5) eine ganze rationale 
Funktion von z. 

Iit Nun wollen wir zeigen, daB die Funktionen P(a) der Differential- 
gleichung der Kugelfunktionen geniigen miissen. Wir stiitzen uns dabei 
auf folgende bekannte geometrische Bedeutung des zweiten Differential- 
parameters. Legen wir um einen Punkt A einer Kugel einen kleinen 
Kreis k, dessen Punkte von A die sphirische Distanz ¢ haben. Bilden 
wir nun den Mittelwert einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion ® 
lings k und subtrahieren wir hiervon den Wert von ® in A, dividieren 
diese Differenz durch 6? und machen wir dann den Grenziibergang zu 
d=—0. Der so gebildete Grenzwert ist ein Viertel des zweiten Differential- 
parameters von ® in A.**) 


*) Die Tatsache, daB es keine stetige Funktion h(#) geben kann, so da fiir 
1 
alle P(x) die Gleichung / P(x) h(a) = 0 gelten wiirde, ergibt sich unmittelbar aus der 
—1 
2n .= 
Tatsache, da® der Kern fh (ax + Yi—x*? ¥1—=< ? cos 3) dd mindestens einen Eigen- 
wert hat. ° 
**) Wiirde man diese Eigenschaft des zweiten Ditferentialparameters als Defi- 
nition fiir ihn benutzen, so giibe es auch Funktionen, die nicht in jedem Punkt der 
Kugel zweimal stetig differenzierbar sind, trotzdem iiberall einen zweiten Differential- 
parameter besitzen. 


a 
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Bilden wir nun nach dieser Vorschrift den zweiten Differentialpara- 
meter von P(x) in einem Punkt, fiir den « = 2’ ist. Setzen wir cos 0 = &, 





. . . . i 2 
dann erhalten wir unter Beriicksichtigung von lim at =1 
: 5=0 
1 22 
7 | P(éa’ + Y1 —§* V1— 2? cos &) dB — Piz’) 
(AP@)),-~= 4lim — i : 
S=1 


und wegen der Funktionalgleichung fiir P(x) erhalten wir, wenn wir an- 
nehmen P(z’) +0: 





P@)_, 
(AP(2))za2 _ - P(t) 
+ P(x’) Ge ad sr i 4 


Da P(x) eine ganze rationale Funktion ist, ergibt sich der gesuchte Grenz- 
wert durch Differenzieren von Zahler und Nenner 

AP), -» o(/a@ (Pp 

P(e’) -—2(5; (Ba), 
also ein von 2 unabhingiger Wert, den wir mit — K bezeichnen wollen. 
Wenn P(x’) =0 ist, so ist, wie wir aus der Gleichung (4) schlieBen 
kénnen, auch die Versteifung von P(x) fiir «=~ gleich Null und 
mithin ist auch der Wert des zweiten Differentialparameters fiir 2 = 2’ 
gleich Null. 

In beiden Fallen gilt also: 
A(P(& ) “> K P(x) == () 

oder ausfiibrlich 


. &P(x 
(1—a2*) 
d(i—z _ 


(6) ———— ——. +. K P(x) = 0. 


dz 


Aus den Uberlegungen des vorigen Abschnittes wissen wir, daB P(x) ein 
Polynom sein mu8. Wenn nun m der Grad des Polynomes ist, so folgt, 
indem man den Koeffizienten von x” in (6) gleich Null setzt: 


K = n(n+1). 


Hierdurch ist die Identitit der Funktionen as mit den Legendreschen 
Polynomen nachgewiesen. , 

IV. Was nun die nicht steifen Eigenfunktionen der Integralgleichung (1) 
betrifft, so wollen wir folgendes zeigen: 

Man kann das vollstindige normierte Orthogonalsystem der Eigen- 
funktionen der Integralgleichung (1) aus solchen Funktionen Y,,(u,v) zu- 


sammensetzen, die der Integralgleichung 


, 
(7) Y,,(uv) =a / P,,(cosu cosu’+ sinw sinw’ cos(v—v’)) Y,,,(u’, v’) dk’ 
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geniigen, wobei dk das Flichenelement auf der Kugel bedeutet und das 
Integral auf der rechten Seite iiber die ganze Kugel zu erstrecken ist. 
Mit anderen Worten: Jede Eigenfunktion ® der Integralgleichung (1) er- 
weist sich als eine endliche Summe von Funktionen, die den Integral- 
gleichungen (7) und (1) geniigen. Aus I. wissen wir bereits, daB sich die 
Versteifung jeder Eigenfunktion von (1) in eine endliche nach Funktionen 
P, (cos u) fortschreitende Reihe entwickeln lit. Da die Funktionen P, (cos u) 
die Orthogonalitiitsrelation erfiillen, so bestimmen sich die Koeffizienten der 
Reihe nach Fourierscher Art und wir erhalten somit fiir jede Eigenfunktion 
die folgende Identitit: 


=m 


af O(u,v)dv= = 2 (/ ‘(u, v) P,(cos u) dk) P, (cos u). 
0 r=1 


Setzen wir nun hierin « = 0, so erhalten wir: 


(©), -0= sq > (['(u») P,(cosu) dk) P,(1). 
v=1 
Da wir aber nun jeden beliebigen Punkt auf der Kugel als Pol ansehen 
kénnen, erhalten wir: 


=m 


D(u,v) = .- > ( fow, v’) P,(cosucosu’+sinu sinu’cos(v—v’')) dk) P,(1). 
vai 


Nun ist leicht einzusehen, daB die einzelnen Glieder der Summe auf der 
rechten Seite den Integralgleichungen (7) und (1) geniigen. In der Tat, 
multiplizieren wir die Funktionalgleichung (4) fiir P,(x) mit P,(z’) und 
integrieren wir von — 1 bis + 1, so erhalten wir: 


+1 22 
1 ['{ one. Pas ; =\ 25 \ ao ~ P@) 
(8) veJ | J Bee +V1—2* Y1— 2? cosé) av} P,(a’) dx Pd) 
oder 
(8a) P,(cosu) = PD) ('P,(cosu cosu’+ sinw sinu’ cos(v—v’)) P,(cosu) dk’. 


P,(cosu) ist demnach Eigenfunktion von (7) und der Eigenwert ist <o . 
Nach L. ist P,(cosw) auch Eigenfunktion von (1). Wenn nun eine steife 
Funktion Eigenfunktion einer Integralgleichung ist, in der der Kern eine 
Funktion der Entfernung zweier Punkte ist, so ist sie es natiirlich fir 


jede beliebige Lage der Punkte, fiir die sie steif ist, d. h. 


P,(cos u cos wu’ + sin u sin u’ cos (v — v’)) 
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ist fiir alle Werte u’,v’ auch Eigenfunktion von (7) und (1) und mithin 
ist es auch 


J P,(cosu cos u’ + sin u sin uv’ cos (v —v’)) ¥(u'v') dk, 


wenn Y(u',v’) eine ganz beliebige integrable Funktion ist. Setzen wir ® 
fiir Y ein, so ist der gewiinschte Nachweis erbracht. 


=o) ist tibrigens der einzige Eigenwert von (7). Man kann namlich 


den Inhalt der Gleichung (8) auch so ausdriicken: Die Iteration des Kernes 
der Integralgleichung (7) ist dem Kern selbst proportional und der Pro- 


portionalitatsfaktor ist at Wenn nun bei einem symmetrischen Kern 
der iterierte Kern zum urspriinglichen Kern proportional ist, dann ist 
immer nur ein Eigenwert vorhanden. Der gréSeren Ubersichtlichkeit 
wegen zeigen wir dies nur fiir das eindimensionale Gebiet. In der Tat 
folgt aus 


1 K(s,t) (at = 9s), 


{ K(r,s) K(s,t)ds =k - K(r,), 


indem man die erste dieser Gleichungen mit K(r,s)ds multipliziert und 
von @ bis 6 integriert, unmittelbar 
1 
Las: 

Mit diesen Feststellungen haben wir jetzt auch fiir die nicht steifen 
Kugelfunktionen den AnschluB an den iiblichen Aufbau der Theorie der 
Kugelfunktionen erreicht. Wir deuten daher die Fortsetzung des Aufbaus 
nur kurz an. Indem man 

P, (cos u cos u’ + sin u sin u’ cos (v —v)) 

in eine Fouriersche Reihe in bezug auf die Variable v entwickelt, erhilt 
man, da jedes Glied fiir sich genommen eine Eigenfunktion von (7) dar- 
stellt, die bilineare Formel fiir diesen Kern. Wenn m der Grad des Poly- 
nomes P, (x) ist, so ist die Zahl der Glieder der bilinearen Formel 2» + 1. 
Indem man die beiden Seiten der Gleichung der bilinearen Formel quadriert 
und hinsichtlich der Variablen u,v und w’,w’ tiber die Kugel integriert, 
ergibt sich: 

Sa? am 2n+1 


a 
2a 
P(1) ~ et. 
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und somit 
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2. Teil. 
Uber eine angeniherte Darstellung einer beliebigen stetigen Funktion 


des Ortes auf der Kugel durch eine endliche Reihe von 
Kugelfunktionen. 


In diesem und im 3. Teil der Arbeit wird folgender Hilfssatz aus- 
geniitzt: 
Hilfssatz: Wenn f(x) eine beliebige im Intervall 0 < x < 1 stetige 
Funktion bedeutet, so gilt stets die Beziehung: 
1 


lim n f f(x) 2* dx = f(1). 


Beweis: Die obige Behauptung ist gleichbedeutend damit, dab 


1 
lim (n+1) | (f(@) — fl) a*dz =0 
a=@ 0 
ist. Es sei nun «¢ eine beliebig klein gewihlte positive Zahl, dann gibt 
es immer wegen der Stetigkeit von f(x) eine positive Zahl 7, so daB fir 


alle z im Intervall 
l—ys2rzsl 


f(z) -—f)l< . 
Es gilt somit auch fir alle Werte von n 


1 
(n+1) f (f@) — fd) adx| << 
1-4 


Ist aber | f(x) — f(1)| kleiner als eine feste Zahl M, so wird 


i—y 


(n+ 1) f (fl) —f()) a de| < M(L—)"*?. 
0 
Wahblt man nun » so, dab 


lg : 
2M 
e+1>ga-y 


so wird 


M(l—yyt< 3 
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und somit ergibt sich 
1 
|(m +1) f (fe) — fu) a dz| <e. 
0 


Zusatz: Wenn f(x) eine im Intervall —1< «<1 stetige Funktion 
bedeutet, erhailt man: 


x dx = lim 2h “fe f= #) 9h dz o (MO tM—D 


“ 2 . 
h=o S 


lim / frm, + f(—2) 


1 
lim 1a ft A #) 99841 de = lim (2h+1) fm@=fes atl dz 
h=o e 6 
0 


fa) — f(~ ¥) 
und wegen z 
+1 
[T24LK® as45 ay 0 
2 1 ? 
+1 
| f(2) =o8 eg dam 


ergibt sich 
lim h {f(2) (a?* + 224+") dx = f(1). 
A e 


=e 14 


Fiihren wir nun bei der Berechnung des Integrals 
= J (u', v’) (cos u cos u’ + sin u sin u’ cos (v — v’))’ dk 
e. 


eine Koordinatentransformation durch, bei der der Punkt u,v in den Pol 
tibergeht, bezeichnen wir die neuen Koordinaten mit %, 6 und ist 
D(u, v) = D(H, 5), 


so geht das obige Integral fiber in | 


+1 22 
| ® (i, 6) (cos a)’ dk = fiz. foe 0) do| (cos %)” d(cos a), 
-1 0 


wobei der Ausdruck im Innern der eckigen Klammer die Versteifung 
von ® fiir den Punkt mit den Koordinaten u,v ist und als eine stetige 
Funktion von cos @ aufgefaBt werden kann. Somit ergibt sich auf Grand 
des Hilfssatzes und Zusatzes: 


lim h fe (%, 8) (cos @** + cos a+") dk = ()-_,, 


19* | 
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oder denken wir uns wieder das urspriingliche Koordinatensystem ein- 
gefiihrt 


(1) lim h [ ow, v’) {cos u** + cos @*+1) dk’ = O(u, v), 


wobei fiir cos @ sein Ausdruck in uv und uv’ 
cos % = cosu cosu’ + sinu sinw’ cos (v — v’) 
einzusetzen ist. 
2" laBt sich nun bekanntlich folgendermaBen in eine endliche Reihe 
von Legendreschen Polynomen entwickeln: 
n! / , , 2n+1 . 
a = aw pi ((2n+1)p, (2) + (2n—3) “F p,_9(2) 


7) @m+1) @n—1) 


+ (2n— 7 Se~el@) °° ) 


wobei 
P,(2) = FG 

das Legendresche Polynom bedeutet. Ersetzen wir nun(cos#)** bzw.(cos%)** +* 
durch ihre Entwicklung nach Legendreschen Polynomen, so erhalten wir 
unter den Limeszeichen eine endliche Reihe von Laplaceschen Kugelfunk- 
tionen, die fiir passend groB gewihltes h mit beliebig vorgegebener Ge- 
nauigkeit die Funktion © angenihert darstellt.*) 

Fiir den speziellen Fall, daB ® die Variable v nicht enthilt, wollen 
wir fir ©: F(cosu) setzen. Dann kénnen wir die Gleichung (1) auch folgen- 
der maBen anschreiben: 


in 


se 


F(2) = lim hf F(’) [J (aa +Y1i— 2? V1 — 2’? cos v)* do dx’ 


+1 22 
+ limh fF@[ | (ax +V1—2*V1— 2 cos v)**+ ‘de | dz’. 
Awe “1 0 


Da die Ausdriicke rechts vom Gleichheitszeichen Polynome (vgl. 
1. Teil, IIT) sind, so liefert uns diese Formel auch einen Beweis des 
WeierstraBschen Satzes, daB sich jede stetige Funktion mit beliebig vor- 
gegebener Genauigkeit durch ein Polynom angenihert darstellen 1aBt. 

Wir wollen noch eine Angabe machen iiber den Grad der Genauig- 
keit, die die hier angegebene Anniherung einer beliebigen stetigen Funk- 
tion ® des Ortes auf der Kugel durch eine endliche nach Laplace’schen 
Kugelfunktionen fortschreitenden Reihe besitzt. Dabei wollen wir aber 





*) Die Konvergenz ist eine gleichmiBige, da man fiir die Gré8en M und 7 solche 
Werte wihlen kann, die von w und ov unabhingig sind. 
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auBer der Stetigkeit von noch eine zweite Voraussetzung machen. Wir 
wollen nimlich annehmen, daB fiir jeden beliebigen Punkt A auf der 
Kugel jener Quotient, dessen Grenzwert fir d=0O mit 4 multipliziert 
(vgl. 1. Teil, IT) den Wert des zweiten Differentialparameters von ® in 
A ergab, fiir alle Werte von |d) die kleiner als eine feste positive GréBe 4, 
sind, eine endliche Schranke K nicht tiberschreitet. 

Wenn also F (cos 8) die Versteifung von ® fiir A darstellt, so besagt 
diese Voraussetzung, daB fiir |d| < 0, 


| F'(1) —F'(cos 9) | 
nee <x 


sein soll. 
Vermége des Taylorschen Lehrsatzes gilt aber die Ungleichung 


cos 0d <1 — oe Se 6*, 


(1 — cos 6) 2 

e< cos 0, : 

Es 1a8t sich also in diesem Fall auch stets eine GréBe K finden, so dab 
fiir alle Werte 0<d< 0, die Ungleichung gilt: 


| (1) — F'(cos 9) | a 
| 1— cosd & Kk. 


' 


Somit erweist sich unsere Annahme als identisch mit der Voraus- 
setzung, daB die Versteifung von ® fiir einen beliebigen Punkt A, auf- 
gefaBt als Funktion des Kosinus der sphiirischen Entfernung von A, im 
Punkte A die Lipschitzsche Bedingung erfiille. DemgemiB werden wir 
also bei der Betrachtung des in unserm Hilfssatz vorkommenden Integrals 


(n+1)f (f@) — fd) a de 


auBer der Stetigkeit von f(a”) voraussetzen, daB fiir alle positiven Werte », 
die kleiner als ein bestimmtes », sind, die Ungleichung gelte: 


(fl) — fA —n)| Sha. 
Und indem wir das Integral wieder zerlegen, 


. 2 oe 
J-JtJ 
i) 0 1-7 
erhalten wir die fiir alle Werte 0< 4 < % giiltige Abschitzung 


(n+1)| f (fe) — fay) a da| < ky + Mn)". 
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Wahlen wir nun 7 so, daB der Ausdruck auf der rechten Seite der 
obigen Ungleichung ein Minimum wird, dann erhilt man fir 7 


n : ca 
y= 1 -Varcc 


lim y = 0. 


Es ist dann 


Also kann man sicher » so groB wiahlen, daB y kleiner als », ausfillt. 
Fiir die Abschiatzung des obigen Integrals erhilt man dann: 


1+ 1 
n i-— 


(nt1)| f (rer faye <k(1 ~Vaera)* (4, a 5 


Nun ist: 
142: 


1 
" - 1-— 
? k k n n 
(1 Vurwcy) (<4) * 


—y 3 


lim 


a=o 


lg (n) 
n 
Somit erhalten wir fiir hinreichend groB gewiihlte Werte von mn die Un- 

gleichungen: 


#1) — n. Siee dai <(k+eé 2) 8). 


Wenn nun f(z) eine im Intervall -1<2<1 stetige Funktion ist und 
sowohl fir z=1 als auch fiir s=—1 die Lipschitzsche Bedingung 
erfillt, erhalten wir fiir hinreichend grobe Werte von h die Ungleichungen: 


fa)+f(—1) _ 5 fet - 2) 


for rath de | <( (ks) 22%, 


+3 


f(t) —f(—1) uel iz. —A-# aHd2\ <(k+s) lg (Bh) 


2 


wobei « eine beliebig kleine positive Zahl bedeutet. 

Hieraus ist zu ersehen, daB unter der gemachten Voraussetzung die 
Differenz der Funktion ® und ihrer Anniherung durch die angegebene 
Reihe Laplacescher Kugelfunktionen fiir hinreichend groB gewihlte Werte 


von h kleiner als (K +2) 


= Hi ne wird 








rr ee 











——_—— 
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3. Teil. 
Beweis der Konvergenz der Entwicklung einer stetigen Funktion 
nach Legendreschen Polynomen, wenn die Koeffizienten der 
Entwicklung nicht negatiy sind. 


Ein von Mercer aufgestelltes Theorem besagt, daB die bilineare Formel 
stets dann konvergiert, wenn der Kern stetig ist und seine Eigenwerte 
positiv sind.*) Wenn nun bei der Entwicklung von einer Funktion F(z) 
nach Legendreschen Polynomen alle Entwicklungskoeffizienten nicht negativ 
sind, so sind alle EKigenwerte von 

F (cos u cosu’ + sin u sin uw’ cos (v — v’)) 
positiv, also muB die bilineare Formel fiir diesen Kern konvergieren und 
das ist damit identisch, daB die Entwicklung von F(x) nach Legendre- 
schen Polynomen konvergieren mu. Es mag jedoch einigermaBen um- 
stindlich erscheinen, wenn man sich beim Beweis dieser Behauptung auf 
den so allgemeinen Mercerschen Satz stiitzt, daher erscheint es mir nicht 
iiberfliissig, fiir diesen Satz einen einfachen direkten Beweis zu erbringen. 

Aus der bereits angegebenen Reihenentwicklung fiir 2" nach Legen- 
dreschen Polynomen kénnen wir unmittelbar entnehmen: Wenn alle 
Koeffizienten der Entwicklung nach Legendreschen Polynomen nicht nega- 
tiv sind, d. h. wenn fiir alle » die Ungleichung gilt 

+1 
JS F(@) p,(#) dx > 0, 


-1 
so muB auch fiir alle h 


+1 
| F(a) (a** + 2**+1) da >0 
“1 


also muB auch nach dem Hilfssatz vom 2. Teil und dem Zusatz 
+1 


lim hf F(a) (a** +2**+) de = F(1)>0 
~1 


h=o@ 


sein. Da aber nun auch fiir die Funktion 


F(2)—>'@, p,(2), 
1 


wobei 
+1 
. 


a, = "2+" { F(@) p,(2) de 
5 





*) Ein einfacher Beweis dieses Satzes wurde von A. Kneser gegeben. Rendiconti 
di Cireulo di Palermo Bd, 87 (1914), 8. 169. 
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ist, alle Koeffizienten der Entwicklung nicht negativ sind, so folgt: 


1 


Und mit Riicksicht auf die bekannte (und im 1. Teil der Arbeit bewiesene) 
Ungleichung (vgl. die Anm. 8. 141) |p,(z)' <1 folgt, daB unter den ge- 
machten Voraussetzungen die Reihenentwicklung der Funktion F(z) nach 
Legendreschen Polynomen absolut und gleichmaBig konvergiert. 


Zam Schlusse méchten wir noch die Bemerkung hinzufiigen, daB sich 
alle in dieser Arbeit angestellten Uberlegungen sehr leicht auf die trigono- 
metrischen Funktionen tibertragen lassen. ¢f 





